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Самуїл Давидович Ейдельман – учений,
педагог, особистiсть

Самуїл Давидович (СД) – визначний український математик, та-
лановитий педагог, доктор фiзико-математичних наук, професор, ви-
пускник Чернiвецького унiверситету 1948 року, засновник вiдомої
наукової школи з теорiї параболiчних рiвнянь. Вiн пiшов iз земного
життя 8 червня 2005 року.

СД залишив багату спадщину. Вона включає науковi iдеї, методи,
теореми, рiзноманiтнi педагогiчнi прийоми, зразки працелюбностi й
працездатностi, надзвичайно вiдповiдального ставлення до своїх обо-
в’язкiв, зразки порядностi, зразки роботи й спiлкування з учнями,
спiвробiтниками, зразки того, як треба “вчитися на математика” (за
його висловом). А вiн “вчився на математика” щоденно впродовж
усього свого життя.

С.Д. Ейдельман народився 1 вересня 1920 року (за офiцiйними
документами 3 сiч-ня 1921 року) у м. Хмельницькому (колишньо-
му Проскуровi). У ранньому дитинствi залишився без батька, його
виховувала мати. Пiсля закiнчення середньої школи в Проскуровi
з 1938 до 1941 року навчався на фiзико-математичному факультетi
Київського унiверситету. Iз серпня 1941 року до жовтня 1946 року
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служив у Радянськiй армiї, брав участь у бойових дiях з Нiмеччи-
ною i Японiєю. Упродовж 1946–1963 рр. навчався i потiм працював,
пройшовши всi сходинки вiд лаборанта до професора i завiдувача ка-
федри диференцiальних рiвнянь, на фiзико-математичному факуль-
тетi Чернiвецького унiверситету. У 1963–1968 рр. завiдував кафе-
дрою вищої математики Воронезького полiтехнiчного iнституту й за
сумiсництвом працював професором кафедри рiвнянь iз частинними
похiдними та теорiї ймовiрностей Воронезького унiверситету. Протя-
гом 1968–1993 рр. вiн працював професором кафедри вищої матема-
тики Київського вищого iнженерного радiотехнiчного училища, а з
1993 р. до кiнця життя – професором i завiдувачем кафедри факуль-
тету комп’ютерних наук Мiжнародного Соломонового унiверситету
та з 1997 р. за сумiсництвом – провiдним науковим спiвробiтником
вiддiлу нелiнiйного аналiзу Iнституту математики НАН України.

У 1953 р. СД у Львiвському унiверситетi захистив кандидатську
дисертацiю “Оценки решений параболических систем и некоторые
их приложения” (офiцiйнi опоненти О.С. Кованько i Я.Б. Лопатин-
ський), а в 1959 р. у Московському унiверситетi – докторську ди-
сертацiю “Исследование по теории параболических систем” (офiцiйнi
опоненти (С.Г. Крейн, Є.М. Ландiс i Г.Є.Шилов). У вiдгуку С.Г. Крей-
на, зокрема, зазначено таке: “Наличие столь детального изучения
фундаментальных матриц решений параболических систем позво-
ляет предвидеть получение значительного числа новых результатов
на базе уже известной техники”. Це передбачення видатного мате-
матика повнiстю справдилося!

Першим учителем СД був М.I. Симонов, який прибув у Чернiвцi
з Москви i в 1946 р. став першим завiдувачем кафедри диференцi-
альних рiвнянь Чернiвецького унiверситету. Вiн запропонував СД
тему першої наукової роботи, звернув його увагу на ключовi працi
I.Г. Петровського. Вирiшальну роль у науковiй долi СД вiдiграли
I.Г. Петровський, Я.Б. Лопатинський i Г.Є. Шилов. Їхнi фундамен-
тальнi працi та особисте спiлкування з ними були для СД джерелом
роздумiв над рiзними проблемами теорiї рiвнянь iз частинними по-
хiдними.

Основнi науковi працi СД присвяченi теорiї рiвнянь iз частинни-
ми похiдними, особливо теорiї параболiчних систем, в якiй вiн одер-
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жав ряд iстотних результатiв, завдяки яким став широко вiдомим
серед фахiвцiв.

Так, для загальних параболiчних за I.Г. Петровським систем СД
розв’язав поставлену Iваном Георгiйовичем проблему єдиностi розв’я-
звкiв задачi Кошi в класах швидкозростаючих функцiй, побудував i
дослiдив фундаментальнi матрицi розв’язкiв, установив зв’язок мiж
фундаментальними матрицями розв’язкiв параболiчних та елiпти-
чних систем, дослiдив класи коректностi задачi Кошi, ввiв понят-
тя дисипацiї систем з необмеженими коефiцiєнтами, одержав точнi
оцiнки ядер Пуассона модельних крайових задач. Вiн означив i по-
чав дослiджувати новий клас систем – клас

−→
2b-параболiчних систем,

названий класом параболiчних за Ейдельманом систем.
Спiльно з учнями побудував i дослiдив однорiдну матрицю Грiна

параболiчних крайових задач, вивчив питання стабiлiзацiї розв’язкiв
i коректної розв’язностi в просторах Дiнi задачi Кошi та крайових
задач; увiв новi класи вироджених параболiчних рiвнянь типу рiвня-
ння дифузiї з iнерцiєю А.М. Колмогорова, а також класи параболi-
чних псевдодиференцiальних рiвнянь i систем рiвнянь з негладкими
символами i для цих класiв рiвнянь дослiдив розв’язнiсть, стабiлiза-
цiю розв’язкiв задачi Кошi; вивчив слабкi фундаментальнi розв’язки
задачi Кошi для рiвнянь другого порядку з вимiрними коефiцiєнта-
ми.

Ряд важливих дослiджень СД провiв спiльно з В.О. Кондратьє-
вим у теорiї додатних розв’язкiв лiнiйних i квазiлiнiйних рiвнянь i
систем рiвнянь iз частинними похiдними довiльного порядку й ти-
пу. Доведено iнтегровнiсть таких розв’язкiв в околi гладкого нехара-
ктеристичного многовиду. З цього фундаментального факту випли-
ває багато важливих властивостей додатних розв’язкiв. Найповнiшi
результати одержано для елiптичних i параболiчних систем рiзної
структури, еволюцiйних квазiелiптичних систем.

У циклi спiльних iз А.Н. Кочубеєм праць розглянуто задачу Кошi
для неоднорiдного рiвняння фрактальної дифузiї зi змiнними коефi-
цiєнтами. Для такої задачi побудовано й дослiджено матрицю Грiна
i з її допомогою встановлено розв’язнiсть цiєї задачi.

В останнi роки життя СД провiв спiльнi з Ш. Камiн i Ф.О. Порпе-
ром дослiдження, присвяченi з’ясуванню того, як впливає на класи
єдиностi та коректностi задачi Кошi для вироджених на нескiнченно-
стi (при |x| → ∞) параболiчних рiвнянь другого порядку поведiнка
коефiцiєнта при похiднiй за часом при великих значеннях просторо-
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вих змiнних. Дослiджувались також умови стабiлiзацiї обмежених
розв’язкiв задачi Кошi для таких рiвнянь.

Науковi iнтереси СД не обмежувалися лише рiвняннями з ча-
стинними похiдними. Добре розумiючи те, що найцiкавiшi та найва-
жливiшi для практики результати можна отримати на стиках рiзних
галузей науки, вiн успiшно займався питаннями, безпосередньо по-
в’язаними з математичними моделями реальних процесiв. Вiн одер-
жав цiкавi для застосувань результати в теорiї функцiонування мар-
ковських стохастичних автоматiв у випадкових середовищах, тео-
рiї оптимальних дискретних кодiв, задачах нечiткої оптимiзацiї. Ве-
ликий цикл праць, виконаних спiльно з Р.М. Розориновим, присвя-
чений практично реалiзовним алгоритмам обчислення усереднених
енергетичних спектрiв, важливих для цифрового магнiтного запису
iмпульсних випадкових процесiв, якi керуються скiнченними ланцю-
гами Маркова. Цiлий ряд важливих результатiв одержано в спiв-
авторствi з А.О. Чикрiєм та О.Г. Руренком для задач теорiї ево-
люцiйних iгор зближення. Зокрема, для iнтегральних та iнтегро-
диферениiальних iгор знайдено умови закiнчення гри за деякий га-
рантований час i запропоновано алторитм знаходження гарантовано-
го часу закiнчення гри; розвинуто новi аналiтичнi методи вивчення
iгор, якi грунтуються на систематичному використаннi узагальнених
матричних функцiй Мiттаг-Леффлера; введено новий широкий клас
iгор зближення з вольтеррiвською еволюцiєю, пiдкласами якого є iн-
тегральнi та фрактальнi iгри зближення. Разом з В.О. Яворським i
В.Ф. Задорожним СД дослiджував модель Фоккера–Планка еволю-
цiї швидких частинок у тороїдальних магнiтних полях.

СД був сильним аналiтиком. Саме застосуванням тонких аналiти-
чних методiв було одержано ним i його учнями найточнiшi результа-
ти. Ось що сказав з цього приводу видатний московським математик
В.O. Кондратьєв [2, c. 67]: “Его оценки решений уравнений и систем
широко используются в работах настоящего времени, причем не ви-
дно, как их можно получить иным путем, чем СД. На всех матема-
тиков производило впечатление, что он пользовался только класси-
ческими методами, не применяя теорию обобщенных функций, ко-
торая тогда была очень популярной, и считалось, что без нее нельзя
сделать ничего серьезного.”

Наукова спадщина СД складається iз 305 публiкацiй, серед них 5
монографiй, бiльше 10 статей монографiчного характеру, 4 авторськi
свiдоцтва на винаходи.
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Основною дiяльнiстю СД протягом усього життя було виклада-
ння математики у вищiй школi. Вiн сам казав, що вiн “швидше пе-
дагог, анiж учений”. Практично кожного року вiн читав новi нор-
мативнi та спецiальнi курси, намагаючись донести до слухачiв своє
бачення рiзних роздiлiв теоретичної i прикладної математики. СД
був блискучим лектором. Усi його лекцiї вiдзначались оригiнальнi-
стю, чiткiстю, дотепнiстю, вдалим пiдбором вiдповiдних прикладiв,
повним розкриттям сутi методiв, якi використовувались. Вiн завжди
дуже ретельно готувався до кожного заняття i, взагалi, до будь-якого
свого публiчного виступу. Постiйно турбувався методичним забезпе-
ченням самостiйної роботи студентiв. Ним разом зi спiвробiтниками
пiдготовлено та опублiковано 17 навчальних посiбникiв для студен-
тiв.

Наведемо деякi висловлювання студентiв i спiвробiтникiв СД.
“СД намагався вчити студентiв неформальної математики, тобто

вчити так, щоб вони бачили, де цi математичнi результати можуть
бути застосованими, i щоб умiли їх застосовувати. Доброзичливо за-
цiкавлене ставлення СД до студентської аудиторiї, влучний жарт
часто дозволяли зняти напругу чи поставити на мiсце хамуватого
студента. I взагалi спокiйна, iронiчно-жартiвлива реакцiя СД неодно-
разово допомагала розрядити i складнiшу ситуацiю ...” (М.Я. Агре).

“СД был строгим преподавателем, но его требовательность соче-
талась с умением так подойти к своим подопечным, что любой, даже
не очень способный, его ученик начинал упорно и целеустремленно
трудиться” (А.В. Дунаєв).

“Он нас учил не только математике. Он нас учил думать. Учил
раскладывать по полочкам” (Д.В. Ершов).

“Его блестящие лекции, доброжелательная требовательность и
любовь к студентам снискали ему преданную любовь студентов и
коллег (А.А. Калюжный).

Учнями СД вважають себе чимало математикiв. Пiд його офiцiй-
ним науковим керiвництвом виконано 20 кандидатських дисертацiй.
П’ятеро його учнiв захистили докторськi дисертацiї. Неофiцiйним
науковим консультантом СД був i ще в 6 дисертантiв.

СД пiдтримував постiйнi науковi зв’язки з iнститутами матема-
тики академiй наук України, Молдови i Казахстану, Московським,
Чернiвецьким та Алма-Атинським унiверситетами, Київським i Во-
ронезьким полiтехнiчними iнститутами. Особливо тiсним був зв’язок
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з Iнститутом математики НАН України. СД був постiйним учасни-
ком i спiвкерiвником наукових семiнарiв, працював, як уже зазна-
чалося, провiдним науковим спiвробiтником у вiддiлi, очолюваному
I.В. Скрипником.

СД одержував на конкурсних засадах гранти Американського ма-
тематичного товариства, Державного комiтету України з науки i те-
хнiки та Соросiвського професора. За оригiнальнi науковi розробки
та iстотний вклад у розвиток математики на Буковинi СД було при-
суджено премiю iменi Ганса Гана в 1994 р. На превеликий жаль,
вiн так i не став нi академiком, нi членом-кореснондентом, не був
удостоєний жодної високої державної нагороди в галузi науки, хо-
ча,безперечно, на це заслуговував. А коли мова йшла про висунення
його в члени НАН України, вiн жартома вiдповiдав: “Я почуваю се-
бе академiком лише за своїм робочим столом”. СД мав лише високi
бойовi нагороди: 5 орденiв i 15 медалей. Дуже прикро, що рiдний унi-
верситет не спромiгся удостоїти видатного свого випускника, який
так прославив унiверситетську математику, званням Почесного до-
ктора Чернiвецького унiверситету.

Усе своє творче життя СД присвятив математицi, теоретичнiй
та прикладнiй, у єдностi яких бачив особливу силу й красу. Його
постiйною пристрастю i природною потребою були щоденнi заняття
науковою роботою. Але не тiльки математика цiкавила СД. Вiн лю-
бив художню лiтературу, цiкавився полiтикою, спортом (добре грав
у шахи i волейбол). Вдачу мав веселу, був дотепним, любив життя
в усiх його рiзноманiтних проявах, любив своїх рiдних i близьких, а
також учнiв, яких учив, хвалив i прощав їм. Його кредо в роботi з
учнями i спiвробiтниками – вимоглива пiдтримка та вдячнiсть.

Наведемо деякi висловлювання самого СД, його крилатi фрази,
якi цитувались i цитуються багатьма людьми.

• Меня учили многие, и добрые и строгие,
Меня учили многие, а выучили строгие.

• Значимость человека равна дроби: в числителе стоит то, что
человек на самом деле собой представляет, а в знаменателе –
что человек о себе думает.

• Быть настоящим ученым – это умение в разных с виду задачах
увидеть нечто общее.
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• Занятия наукой – это все равно как езда в скором поезде. Если
сойти на остановке и какое-то время ничего не делать, так тот
поезд уже не догнать, он уже ушел. Поэтому заниматься надо
систематически.

• Математика прекрасна, как женщина, только нужно найти к
ней подход. И только нашедшие поймут ее красоту и больше
никогда не будут в силах оставить ее, постигая бесконечные за-
гадки этой удивительной женщины.

• Весь ушел в науку, снаружи торчала одна голова.

• У тебя есть база для дальнейшего роста (молодим людям, якi
демонструють невеликi знання).

• Не нужно бороться за чистоту, нужно просто убирать.

Iвасишен Степан Дмитрович
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The biharmonic operator plays a central role in a wide array of physi-
cal models, such as elasticity theory and the streamfunction formulation
of the Navier-Stokes equations. Its spectral theory has been extensi-
vely studied. In particular the one-dimensional case (over an interval)
constitutes the basic model of a high order Sturm-Liouville problem. The
need for corresponding numerical simulations has led to numerous works.
The present paper relies on a discrete biharmonic calculus. The pri-
mary object of this calculus is a high-order compact discrete biharmonic
operator (DBO). The DBO is constructed in terms of the discrete Hermi-
tian derivative. However, the underlying reason for its accuracy remained
unclear. This paper is a contribution in this direction, expounding the
strong connection between cubic spline functions (on an interval) and
the DBO. The first observation is that the (scaled) fourth-order distri-
butional derivative of the cubic spline is identical to the action of the
DBO on grid functions. It is shown that the kernel of the inverse of
the discrete operator is (up to scaling) equal to the grid evaluation of

the kernel of
[(

d
dx

)4]−1

, and explicit expressions are presented for both
kernels. As an important application, the relation between the (infinite)
set of eigenvalues of the fourth-order Sturm-Liouville problem and the
finite set of eigenvalues of the discrete biharmonic operator is studied.
The discrete eigenvalues are proved to converge (at an “optimal” O(h4)
rate) to the continuous ones. Another consequence is the validity of a
comparison principle. It is well known that there is no maximum princi-
ple for the fourth-order equation. However, a positivity result is derived,
both for the continuous and the discrete biharmonic equation, showing
that in both cases the kernels are order preserving.

Based on joint work with GUY KATRIEL.
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Set S := (−∞, 0]. Let V and H be separable Hilbert spaces with the
scalar products (·, ·)V , (·, ·) and norms ‖·‖, |·|, respectively. Suppose that
V ⊂ H with continuous, dense and compact injection. Let V ′ and H ′

be dual spaces to V and H, respectively. We suppose (after appropriate
identification of functionals), that the space H ′ is a subspace of V ′.
Identifying (by the Riesz–Frechet representation theorem) spaces H and
H ′, we obtain continuous and dense injections V ⊂ H ⊂ V ′ . Note, that
in this case 〈g, v〉V = (g, v) for every v ∈ V, g ∈ H, where 〈·, ·〉V is
the scalar product for the duality V ′, V . Therefore, further we use the
notation (·, ·) instead of 〈·, ·〉V .

We introduce some spaces of functions and distributions. Let X be
an arbitrary Hilbert space with the scalar product (·, ·)X and the norm
‖ · ‖X . Under C(S;X) we mean the linear space of continuous functions
defined on S with values in X. Denote by L2

loc(S;X) the linear space of
measurable functions defined on S with values inX, whose restrictions to
any segment [t1, t2] ⊂ S belong to the space L2(t1, t2;X). Let ν ∈ R, and
L2
ν(S;X) :=

{
f ∈ L2

loc(S;X)
∣∣∣ ∫
S

e−2νt‖f(t)‖2Xdt < ∞
}
, L∞ν (S;X) :=

{f ∈ L∞(S;X) | ess sup
t∈S

[
e−νt‖f(t)‖X

]
< ∞}. Denote H1

loc(S;H) :=

{z ∈ L2
loc(S;H)

∣∣ z′ ∈ L2
loc(S;H)}, W 1

2,loc(S;V ) := {z ∈ L2
loc(S;V )

∣∣ z′ ∈
L2

loc(S;V ′)}, H1
ν (S;H) := {z ∈ L2

ν(S;H)
∣∣ z′ ∈ L2

ν(S;H)}, ν ∈ R.
Let Φ : V → (−∞,+∞] be a proper, convex and lower semiconti-

nuous functional, and dom(Φ) := {v ∈ V : Φ(v) < +∞}, Φ(0) = 0. We
identify subdifferential ∂Φ with its graph.

Additionally, assume that the following conditions hold: there exist
positive constants K1,K2 such that

Φ(v) > K1‖v‖2 ∀ v ∈ dom(Φ);

(v∗1 − v∗2 , v1 − v2) > K2|v1 − v2|2 ∀ [v1, v
∗
1 ], [v2, v

∗
2 ] ∈ ∂Φ.
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Let us consider evolutionary variational inequality

y′(t) + ∂Φ
(
y(t)

)
+ u(t)y(t) 3 f(t), t ∈ S, (1)

where ∂Φ : V → 2V
′
is a subdifferential of functional Φ, D(∂Φ) := {v ∈

V | ∂Φ(v) 6= ∅}, f : S → V ′ and u : S → R are given functions.
Definition. Let u ∈ L∞(S;H), f ∈ L2

loc(S;V ′). The function y is called
the solution of variational inequality (1), if it satisfies the following condi-
tions: 1) y ∈ W 1

2,loc(S;H); 2) y(t) ∈ D(∂Φ) for a.e. t ∈ S; 3) there
exists the function g ∈ L2

loc(S;V ′) such that for a.e. t ∈ S we have
g(t) ∈ ∂Φ

(
y(t)

)
and y′(t) + g(t) + u(t)y(t) = f(t) in V ′.

For variational inequality (1) consider the problem: find its solution,
which satisfies the condition

lim
t→−∞

e−γt|y(t)| = 0, (2)

where γ ∈ R is given.
The problem of finding the solution of variational inequality (1) for

given Φ, u, f , satisfying the condition (2) for given γ, is called the
P(Φ, u, f, γ), and function y is called its solution.

Let U be a closed linear subspace of L∞(S). Assume that U is the
space of controls and for given constants m,M ∈ R the set U∂ :=

{
u ∈

U
∣∣∣m 6 u(t) 6M for a.e. t ∈ S

}
is the set of admissible controls.

We assume that the state of the investigated evolutionary system
y(u) = y(·;u) for a given control u ∈ U∂ is described by a solution of
problem P(Φ, u, f, γ), when the following conditions hold: f ∈ L2

γ(S;H)
and K2 +m+ γ > 0.

We assume that the cost functional J : U → R has the form

J(u) := G(y(u)) + µ‖u‖2U , u ∈ U,

where µ > 0 is a constant, G : C(S;H)→ R is lower-semi-continuous in
C(S;H) and, moreover, inf

z∈C(S;H)
G(z) > −∞.

We consider the following optimal control problem: find a control
u∗ ∈ U∂ such that

J(u∗) = inf
u∈U∂

J(u). (3)

Theorem. Problem (3) has a solution.
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Let Rn be an n-dimensional real Euclidean space with the norm | · |.
Let us consider a differential equation

u′ = f(t, u), (1)

where f ∈ C(R × Rn,Rn). Along with equation (1) we consider its H-
class, i.e., the family of equations

v′ = g(t, v), (2)

where g ∈ H(f) = {fτ : τ ∈ R}, fτ (t, u) = f(t + τ, u) for all (t, u) ∈
R× Rn and by bar we denote the closure in C(R× Rn,Rn).

Condition (A1). The function f is said to be regular if for every
equation (2) the conditions of existence, uniqueness and extendability
on R+ are fulfilled.

Let Rn+ := {x ∈ Rn : such that xi ≥ 0 (x := (x1, . . . , xn)) for any
i = 1, 2, . . . , n} be the cone of nonnegative vectors of Rn. By Rn+ on the
space Rn is defined a partial order. Namely: u ≤ v if v − u ∈ Rn+.

Condition (A2). Equation (1) is monotone. This means that the
cocycle 〈Rn, ϕ, (H(f), R, σ)〉 (or shortly ϕ) generated by (1) is monotone,
i.e., if u, v ∈ Rn and u ≤ v then ϕ(t, u, g) ≤ ϕ(t, v, g) for all t ≥ 0 and
g ∈ H(f).

Condition (A3). fi(t, x) ≥ 0 for all x ∈ Γi, t ∈ R and i = 1, . . . , n,
where Γi := {x ∈ Rn+ : xi = 0}.

A function f is said to be Poisson stable (in the positive direction)
if there exists a sequence tn → +∞ such that f tn → f as n → ∞ in
the space C(R × Rn,Rn). It is called strongly Poisson stable in t ∈ R
uniformly with respect to u on every compact subset of Rn if the point
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f ∈ C(R×Rn,Rn) (respectively, the motion σ(t, f)) is strongly Poisson
stable in shift dynamical system (C(R× Rn,Rn),R, σ).

Theorem 1. Suppose that the following assumptions are fulfilled:

- the function f ∈ C(R× Rn,Rn) is strongly Poisson stable in t ∈ R
uniformly with respect to u on every compact subset from Rn;

- each solution ϕ(t, v, g) of equation (2) is bounded on R+;

1. there exists a function V ∈ C1(RN+ ,R) with ∇V (x) � 0 for any
x ∈ Rn+ and (∇V (x), f(t, x)) = 0 for any (t, x) ∈ R× Rn+.

Then under the conditions (A1)−(A3) the following statements hold:

1. Rn+ is invariant with respect to cocycle ϕ generated by equation (1);

2. for any solution ϕ(t, v, g) of equation (2) there exists a solution
ϕ(t, γv, g) of (2) defined and bounded on R;

3. if the function f ∈ C(R × Rn,Rn) is stationary (respectively, τ -
periodic, Levitan almost periodic, almost recurrent, almost automor-
phic, recurrent, strongly Poisson stable) in t ∈ R uniformly with
respect to u on every compact subset from Rn, then ϕ(t, γu, f) is
also stationary (respectively, τ -periodic, Levitan almost periodic,
almost recurrent, almost automorphic, recurrent, strongly Poisson
stable);

4. lim
t→∞

|ϕ(t, v, )g − ϕ(t, γv, g)| = 0;

5. ϕ(t, u, f) is asymptotically stationary (respectively, asymptotically
τ -periodic, asymptotically Levitan almost periodic, asymptotically
almost recurrent, asymptotically almost automorphic, asymptoti-
cally recurrent, asymptotically strongly Poisson stable).

[1] David N. Cheban, Nonautonomous Dynamics: Nonlinear oscillations and
Global attractors. Springer Nature Switzerland AG 2020, xxii+ 434 pp.

[2] David Cheban and Zhenxin Liu, Poisson Stable Solutions of Monotone Di-
fferential Equations. SCIENCE CHINA Mathematics, Vol.62, No.7, 2019,
pp.1391-1418.
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The paper is devoted to study of the game approach problems for
processes with various type fractional derivatives. Apparently the papers
[1, 2, 3, 4] were the first in this area. In order to obtain the qualitati-
ve result, it is usual practice to consider the quasi-linear systems of
ordinary differential equations, for which the Cauchy formula presenti-
ng general form of solution, is true. The main peculiarity in this case
is that the initial data are separated from the control block. S.D. Ei-
delman in [2] proposed to consider the representation of solution in the
most general form as an object, retaining only the already mentioned
separability. This made it possible to encompass in a unique scheme
the conflict-controlled processes for wide classes of functional-differential
systems, in particular, for the differential-difference and impulse systems,
the systems of integral equations, and the systems with fractional deri-
vatives. In the last case, on the basis of the method of resolving functions
[5], in collaboration with S.D. Eidelman, the dynamic games with classic
Riemann-Liouville fractional derivatives [3] and with the Dzhrbashyan-
Nersesyan-Caputo regularized derivatives [2] were studied. Using special
LxB measurable set-valued mappings, we obtained sufficient conditions
for approaching in a finite time a cylindrical terminal set in the class
of quasi- and stroboscopic strategies. When solving model examples,
we used asymptotic representations of Mittag-Leffler functions and the
technique of Lagrange-Sylvester’s interpolation polynomials. The basic
studies [1, 2, 3, 4] were further developed for the cases of the Miller-Ross,
Hilfer, Grunwald-Letnikov and Hadamard derivatives.

[1] Eidelman S.D., Chikrii A.A. . Generalized Mittag-Leffler matrix functions in
game problems for evolutionary equations of fractional order // Cybernetics
and Systems Analysis. – 2000. – 36, 3. – P. 315-338.

[2] Eidelman S.D., Chikrii A.A. . Dynamic game problems of approach for fractional
order equations // Ukrainian Mathematical Journal. – 2000. – 52, 11. – P. 1787-
1806.

[3] Chikrii A.A., Eidelman S.D. . The game problems of control for quasilinear
systems with Riemann–Liouville fractional derivatives // Cybernetics and
Systems Analysis. – 2001. – 37, 6. – P. 836-864.
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[4] Eidelman S.D., Chikrii A.A. .Game Problems for Fractional Quasilinear Systems
Pergamon // Computers and Mathematics with Applications. – 2002. – 44. –
C. 835-851.

[5] Chikrii A.A. Conflict–controlled processes // Springer Science and Businees
Media, 2013. – 424 p.
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We investigate the problem of the determination of conditions for the
existence of solution [1]

z(t) ∈ C[0, T ], z(t) ∈ C1{[0, T ] \ {k∆}I}, k = 1, 2, . . . , q

of the linear differential-algebraic Cauchy problem with concentrated
delay [2]

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + C(t)z(t−∆) + f(t), t ∈ [∆, T ] (1)

with initial function z(t) = ϕ(t) ∈ C1[0,∆]. The matrices

A(t), B(t), C(t) ∈ Cm×n[0, T ] := C[a, b]⊗ Rm×n, m 6= n

and the vector function f(t) ∈ C[0, T ] are assumed to be continuous on
the segment [a, b].We assume that the matrix A(t) is, generally speaking,
rectangular: m 6= n. It can be square, but singular.

The conditions of solvability and the structure of a generalized Green
operator of the Cauchy problem for a linear differential-algebraic system
with concentrated delay are found. The sufficient conditions of reduci-
bility of a differential-algebraic equation with concentrated delay to a
sequence of systems joining functional-differential and algebraic equati-
ons are constructed.

This work was financially supported by the State Foundation for Basic
Research. Number of state Registered 0118U003390.

[1] Boichuk A. A., Samoilenko A. M. Generalized inverse operators and Fredholm
boundary-value problems (2-th edition). – Berlin; Boston: De Gruyter, 2016,
298 p.

[2] Chuiko S. M. On a reduction of the order in a differential-algebraic system.
Journal of Mathematical Sciences, 2018, 235, P. 2 – 18.
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We construct necessary and sufficient conditions for the existence of
solutions [1]

Z(t) ∈ C1
α×β{[a, b]\{τi}I} := C1{[a, b]\{τi}I}⊗Rα×β , i = 1, 2, . . . , p

of linear matrix boundary value problem for a system of matrix differen-
tial-algebraic equations with pulse action

AZ ′(t) = BZ(t) + F (t), t 6= τi, LZ(·) = A, A ∈ Rµ×ν , (1)

where [2]

AZ ′(t) : C1
α×β{[a, b] \ {τi}I} → Cγ×δ{[a, b] \ {τi}I}

matrix differential-algebraic operator and [2]

LZ(·) :=

p∑
i=0

LiZ(·) : C1
α×β{[a, b] \ {τi}I} → Rµ×ν , i = 1, 2, . . . , p.,

LiZ(·) : C1
α×β [τi, τi+1[→ Rµ×ν , i = 0, . . . , p− 1, τ0 := a,

LpZ(·) : C1
α×β [τp, b]→ Rµ×ν .

We also construct a generalized Green’s operator of the linear boundary
conditions for a system of matrix differential-algebraic equations with
pulse action. To solve the matrix differential-algebraic boundary problem
with pulse action used original solvability conditions and the structure
of the general solution of the linear matrix equation.

[1] BoichukA.A., SamoilenkoA.M. Generalized inverse operators and Fredholm
boundary-value problems (2-th edition). – Berlin; Boston: De Gruyter, 2016,
298 p.

[2] Chuiko S.M., DzyubaM.V. Matrix boundary-value problem with pulsed action
// Nonlinear Oscillations (N.Y.). — 2019. — 238. — №3. — P. 333 — 343.
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We investigate the problem of the determination of conditions for
the existence of bounded solution [1] z(k) ∈ Rn of the linear difference
boundary-value problem [2]

z(k + 1) = A(k)z(k) + f(k), `z(·) = α ∈ Rm. (1)

The matrix A(k) ∈ Rn×n and the vector function f(k) ∈ Rn are assumed
to be bounded on set

k ∈ Ω := {0, 1, 2, ... , ω};

`z(·) is linear vector-functional

`z(·) : Rn → Rm,

bounded on set Ω. The proposed regularization conditions, as well as the
scheme for finding of bounded solutions to linear Noetherian boundary
value problems for a system of difference equations in the critical case, are
illustrated in details with examples. In contrast to the earlier articles of
the authors [3], the regularization problem for a linear Noether boundary
value problem for a system of difference equations in the critical case has
been resolved constructively, and sufficient conditions has been obtained
for the existence of a bounded solution to the regularization problem.

This work was financially supported by the State Foundation for Basic
Research. Number of state Registered 0118U003390.

[1] Boichuk A. A., Samoilenko A. M. Generalized inverse operators and Fredholm
boundary-value problems (2-th edition). – Berlin; Boston: De Gruyter, 2016,
298 p.

[2] Chuiko S. M., Kalinichenko Ya. V. On a regularization method for solving
linear Noetherian boundary value problem for difference system. Proceedings of
IAMM NASU, 2018, 32, P. 120 — 135.

[3] Chuiko S. M. On the regularization of a linear Fredholm boundary-value
problem by a degenerate pulsed action. Journal of Mathematical Sciences, 2014,
197, P. 138 – 150.
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We consider the cubic system of differential equations

ẋ = y + ax2 + cxy + fy2 + kx3 +mx2y + pxy2 + ry3 ≡ P (x, y),

ẏ = −(x+ gx2 + dxy + by2 + sx3 + qx2y + nxy2 + ly3) ≡ Q(x, y),
(1)

where P (x, y), Q(x, y) ∈ R[x, y] are coprime polynomials. The origin
O(0, 0) is a singular point for (1) with purely imaginary eigenvalues,
i.e. a focus or a center. The purpose of this paper is to find verifiable
conditions under which O(0, 0) is a center.

In [1] the problem of the center was solved for system (1) with: at
least three invariant straight lines; two invariant straight lines and one
irreducible invariant conic. The center conditions for system (1) with
two invariant straight lines and one irreducible invariant cubic curve
x2 + y2 + a30x

3 + a21x
2y + a12xy

2 + a03y
3 = 0 where found in [2].

In this paper we find conditions under which the cubic system (1)
has an integrating factor of the form

µ−1 = Φh, (2)

where Φ = x2 + y2 + a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2 + a03y

3 is an irreducible
polynomial and aij , h are real parameters.

By [1], the function (2) is an integrating factor for system (1) iff

P (x, y)
∂µ

∂x
+Q(x, y)

∂µ

∂y
+ µ

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
= 0. (3)

Identifying the coefficients of the monomials xiyj in (3) we obtain an
algebraic system of fifteen equations

{Fij = 0, i+ j = 3, 4, 5} (4)

for the unknowns aij , h and the coefficients of system (1).
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Studying the consistency of system (4) we prove the following:
Theorem 1. The cubic system (1) has an integrating factor of the

form (2) if and only if one of the following conditions holds
(i) c = (−4b)/3, d = (−4a)/3, f = (−a)/3, k = [2a(b + 3g)]/9,

l = p = r = 0, m = (−2n)/3, q = [4a(−b− 3g))/9, s = (3n− 2b2−
6bg)/9, a03 = a12 = a21 = 0, a30 = [2(b+ 3g)]/9, h = 5/3;

(ii) d = (5a2
12 − 12aa03)/(9a03), f = (a2

12 − 6aa03 + 27a2
03)/(18a03),

g = (3a2
03a12− 6ba2

03 +a3
12)/(18a2

03), k = [a12(162aa3
03 + 6aa03a

2
12−

9a2
03a

2
12 − 36ba2

03a12 + 162ra2
03 − a4

12)]/(162a3
03), l = (6aa03a12 −

9a2
03a12+18ba2

03−a3
12+18ra12)/(18a03),m = (162aa3

03−6aa03a
2
12+

9a2
03a

2
12 − 72ba2

03a12 + 162ra2
03 + a4

12 − 12ra2
12)/(54a2

03), n = (a4
12 −

108aa3
03−6aa03a

2
12+9a2

03a
2
12+18ba2

03a12−108ra2
03+18ra2

12)/(54a2
03),

p = (a3
12−6aa03a12+9a2

03a12−18ba2
03−3ra12)/(9a03), q = [a12(a4

12−
27aa3

03 − 6aa03a
2
12 + 9a2

03a
2
12 − 9ba2

03a12 − 27ra2
03)]/(81a3

03), s =
[a2

12(3aa03−ba12+3r)]/(27a2
03), a21 = a2

12/(3a03), a30 = a3
12/(27a2

03),
a12 = (3c+ 4b)/5, h = 5/3;

(iii) k = [6ah2(c − 2b) + h(32ab − 16ac + 4ag − 10bd + 5cd − 2dg) +
6(2ac−4ab+ 2bd− cd)]/(6h2), l = [6bh2b(d−2a) +h(32ab−10ac−
16bd + 4bf + 5cd − 2cf) + 6(2bd − 4ab + 2ac − cd)]/(6h2), m =
[2h2(ad−2a2−4b2 +2bc)+h(12a2−8ad+16b2−12bc+2c2 +d2)+
2(4ad − 4a2 − 4b2 + 4bc − c2 − d2)]/(2h2), n = [2h2(2ad − 4a2 −
2b2 + bc) + h(16a2 − 12ad+ 12b2 − 8bc+ c2 + 2d2) + 2(4ad− 4a2 −
4b2 + 4bc− c2 − d2)]/(2h2), p = [2h2(2ac− 8ab+ 4bd− 2bf − cd+
cf) +h(40ab− 14ac− 20bd+ 4bf + 7cd− 2cf) + 6(2ac− 4ab+ 2bd−
cd)]/(2h2), q = [2h2(4ac − 8ab − 2ag + 2bd − cd + dg) + h(40ab −
20ac + 4ag − 14bd + 7cd − 2dg) + 6(2ac − 4ab + 2bd − cd)]/(2h2),
r = [(4ah−6a−2dh+3d+2fh)(d−2a)(3h−4)]/(6h2), s = [(4bh−
6b− 2ch+ 3c+ 2gh)(c− 2b)(3h− 4)]/(6h2), a12 = (2bh− 2b+ c)/h,
a21 = (2ah − 2a + d)/h, a30 = (4bh − 6b − 2ch + 3c + 2gh)/(3h),
a03 = (4ah− 6a− 2dh+ 3d+ 2fh)/(3h).

According to [3] the cubic systems (1) which have integrating factors
of the form (2) have a center at the origin.

[1] Cozma D. Integrability of cubic systems with invariant straight lines and invari-
ant conics. –Chişinău: Ştiinţa, 2013. – 240 p.

[2] Dascalescu A. Integrability of cubic differential systems with invariant straight
lines and invariant cubics. –Chişinău. PhD Thesis, 2019. – 152 p.

[3] Romanovski V.G, Shafer D.S. The center and cyclicity problems: a computati-
onal algebra approach. – Boston, Basel, Berlin: Birkhäuser, 2009. – 348 p.
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In 1950, Wazewski obtained the following necessary and sufficient
condition for positivity of linear systems of ordinary differential equati-
ons: the matrix of coefficients is Metzler (i.e. non-diagonal elements
in the matrix of coefficients are nonnegative). No results on positivi-
ty of solutions to delay systems in the case where the matrix is non-
Metzler were expected to be obtained. It was demonstrated that for
delay systems the Wazewski condition is not a necessary one. We obtain
results on positivity of solutions for non-Metzler systems of delay di-
fferential equations. New explicit tests of the exponential stability are
obtained as applications of results on positivity for non-Metzler systems.
Examples demonstrate possible applications of our theorems to stabili-
zation. For instance, in view of our results, the implicit requirement on
dominance of the main diagonal can be skipped. Our approach is based
on nonoscillation of solutions and positivity of the Cauchy functions of
scalar diagonal delay differential equations.
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Boundary value problems for differential and integro-differential equati-
ons with delay are an important part of the modern theory of differential-
functional equations. Existence and uniqueness of boundary value problems
with delay solution in various functional spaces were considered in [1, 2].
Analytical solutions for such problems can only be found for the si-
mplest types of equations, therefore the problem of finding approximate
solutions is relevant.The usage of spline functions for solving differential-
difference equations was investigated in [3, 4].

In the present note we study an approximate method of solving
boundary value problems for integro-differential equations with delay
based on cubic spline with defect two approximation of the solution
[5, 6].

Let us consider the following boundary value problem

y′′ (x) = f
(
x,
[
y (x)

])
+

b∫
a

g
(
x, t,

[
y (x)

])
dt, (1)

y(p) (x) = ϕ(p) (x) , p = 0, 1, 2, x ∈ [a∗; a] , y (b) = γ, (2)

where a∗ = min
x∈[a;b]

(
x− τ (x)

)
,
[
y(x)

]
=
(
y
(
x
)
, y
(
x− τ (x)

)
, y′
(
x
)
, y′
(
x−

τ (x)
))

.
Let f, g be continuous functions over a set of their variables and sati-

sfy the Lipschitz condition for variables y
(
x
)
, y
(
x− τ (x)

)
, y′
(
x
)
, y′
(
x−

τ (x)
)
, a delay τ (x) ≥ 0 is a function continuous on [a; b] such that a set

E =
{
xi ∈ [a, b] : xi − τ (xi) = a, i = 1, 2, . . .

}
is finite.

We will set a grid ∆ = {a = x0 < x1 < . . . < xm = b} on [a; b] such
that E ⊂ ∆. An approximate solution of the problem (1)-(2) will be
found in a form of an interpolating cubic spline S (y, x) with defect two
on the grid ∆.
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The formula of the cubic splines with defect 2 is obtained and their
properties are investigated. Based on them, a computational scheme for
finding an approximate solution of the boundary value problem (1)-(2)
is constructed and substantiated.

Sufficient conditions for the iterative process convergence are obtai-
ned and numerical simulations for test cases are conducted.

An application is developed using Node.js and a framework NW.js for
carrying out numerical modeling of the boundary value problem (1)-(2).
It contains a user-friendly interface for entering model parameters and
outputting the results.

Numerical experiments for model test cases show good convergence
of the constructed algorithm and confirm the theoretical estimates for
errors.

[1] Grim L.J., Schmitt K. Boundary value problems for delay differential equations
// Bull. Amer. Math. Soc. – 1968. – 74, 5. – Pp. 997–1000.

[2] Kamensky G., Myshkis A. Boundary value problems for nonlinear differential
equations with deviating argument of neutral type // Differential equations. –
1972. – 8, 12. – Pp. 2171–2179.

[3] Nikolova T.S., Bainov D.D. Application of spline-functions for the construction
of an approximate solution of boundary problems for a class of functional-
differential equations // Yokohama Math. J. – 1981. – 29, 1. – Pp. 108–122.

[4] Nastasyeva N., Cherevko I. Cubic splines with defect two and their applicati-
ons to boundary value problems // Bulletin of Kyiv University. Physics and
mathematics. – 1999. – 1. – Pp. 69–73.

[5] Cherevko I., Dorosh A. Existence and approximation of a solution of boundary
value problems for delay integro-differential equations // Journal of Numerical
Analysis and Approximation Theory. – 2015. – 44, 2. – Pp. 154–165.

[6] Haiuk I., Dorosh A., Piddubna L. Modeling of boundary value problems
for nonlinear integro-differential equations with delay // Materials of XXV
International Scientific Conference «Modern Problems of Applied Mathematics
and Informatics», September 24-27, 2019, Lviv. – Lviv, 2019. – Pp. 57–61. (in
Ukrainian)
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The brief description of pseudodifferential operator (PDO) with non-
smooth symbols was given in [1]. In paper [2] was described the Cauchy
problem for autonomous quasilinear equations with deviating argument
and smooth constant symbols and in [3] describe the nonlocal problem.
In this paper we studying the nonlocal problem from [3] with equation
with variable symbols.

Lets Π ≡ {(t, x) |0 < t ≤ T, x ∈ Rn}. For functions aξ: Π → R are
known conditions: 1) functions aξ: Π → R, 0 ≤ ξ ≤ p, are continuous
homogeneous by σ order of γξ, where γ0, γ1, . . . , γp are known real
numbers, γξ > 0, 0 ≤ ξ ≤ p, and for t > 0, σ ∈ Rn, aξ(t, λσ) = λγξ(t, σ),
0 < γ1 < γ2 < · · · < γp < γ0;

2) there is a constant δ > 0 and ∀σ ∈ Rn, t ∈ [0, T ], the inequality
a0(t, σ) ≥ δ|σ|γ0 is true;

3) functions aξ(t, σ), ∀σ ∈ Rn\{0}, t ∈ [0, T ], 0 ≤ ξ ≤ p, are infinitely
differential on σ, and for their there are estimations

|Dk
σaξ(t, σ)| ≤ CN |σ|γξ−|k|, k ∈ Zn+, σ ∈ Rn \ {0}, 1 ≤ |ξ| ≤ p.

The formula

Au(t, x) ≡ F−1
σ→x

[ p∑
ξ=0

aξ(t, σ)Fx→σ[u(t, x)]
]
, (t, x) ∈ Π,
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is define PDO with symbol a: Π → R, where a(t, σ) ≡
p∑
ξ=0

aξ(t, σ),

(t, σ) ∈ Π only rapidly decreasing functions u ∈ Ct1 × S(Rn). If u ∈
C
α,[γ0]
x,t (Π) [γ0] is integer part of γ0 > 0, then PDO is defines in [4], [5]

and is interpreted as a hypersingular integral operation [4].
Let’s consider the nonlocal problem

ut(t, x) +Au(t, x) = f(t, x, µu(t− h, x)−

−νu(T + t− h, x)), x ∈ Rn, t > h > 0, T >> h, (1)

µu(t, x) = νu(T + t, x) + u0(t, x), x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ h, (2)

where u is the required function, f and u0 are known continuous and
bounded functions, µ > ν >, h and T are fixed parameters. We also
assume that for any ε > 0, x ∈ Rn, and t > 0, there exist C > 0 and β,
0 < β ≤ γ − ε, such that

|u0(t, x)| ≤ C(1 + |x|)β ,

|f(t, x, u)| ≤ C(1 + |x|)β ,

|f(t, x, u)− f(t, y, u)| ≤ C|x− y|λ, 0 < λ < 1.

Using the step-by-step method we reduce the nonlocal problem for
the pseudodifferential equation with deviating argument to the nonlocal
problem for the equation without deviations of the argument and to
prove the solvability of nonlocal problem (1), (2).

For the problem (1), (2) there are the analog for the theorem 1 [1,
p. 19] and theorem 2 [1, p. 20] which was formulated there for nonlocal
problem.

[1] Дрiнь С.С., Дрiнь Я.М. Дослiдження задач з нелокальними умовами
для параболiчних псевдодиференiальних рiвнянь // Працi V-ї Мiжнаро-
дної наук.-практ. конф. ”Проблеми iнформатики та комп’ютерної технiки
(ПIКТ-2016)”. – Чернiвцi, 21–24 травня 2016. – С. 14–21.

[2] Ya.M.Drin and R.I. Petryshyn. Cauchy problem for autonomous quasilinear
parabolic pseudodifferential equations with deviating argument // Journal of
Mathematical Sciences, Vol. 137, No 1, February, 2014. – P. 29–38.

[3] Ya.M.Drin’ and R.I. Petryshyn. Nonlocal problem for autonomous quasilinear
parabolic pseudodifferential equations with deviating argument // Journal of
Mathematical Sciences, Vol. 217, No 4, September, 2016. – P. 427–440. DOI
10.1007/S10958-016-2983-y.
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[4] S.D. Eidelman, S.D. Ivasyshen and A.N. Kochybei. Analytic Methods in the
Theory of Differential and Pseudodifferential Equations of Parabolic Type, Bi-
rkhäuser, Basel (2004).

[5] V.A. Litovchenko. Cauchy problem with Riesz operator of fractional differenti-
ation // Ukr. Math. J., 57, No 12, 1653–1667((2005); English translation: Ukr.
math. J., 57, No 12, 1937–1956 (2005).
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We study some nonlocal problems for operator differential equations
of the form

dv

dt
= Av + f(t)

with an unbounded operator A and a vector valued function f(t) in
vector spaces. For wide classes of equations we obtain necessary and
sufficient conditions of the unique solvability and the formulas for soluti-
ons of such problems. In the second part of the talk we present fast
numerical algorithms for solution of these problems for matrix equations
with rank structured matrices.
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Consider implicit differential equations

d

dt
[A(t)x(t)] +B(t)x(t) = f(t, x(t)), (1)

A(t)
d

dt
x(t) +B(t)x(t) = f(t, x(t)), (2)

with the initial condition x(t0) = x0, where t0 ≥ t+ ≥ 0,A, B : [t+,∞)→
L(Rn), and f : [t+,∞)×Rn → Rn. We do not require the operator A(t)
to be nondegenerate. Thus, in the general case, the operator A(t) is
degenerate and therefore these equations are called time-varying
differential-algebraic equations (DAEs) or degenerate differential equati-
ons (they are also called descriptor systems). In the terminology of
DAEs, equations of the form (1), (2) are commonly referred to as semi-
linear, but they are sometimes called nonlinear (since the function f
is nonlinear). Note that the operator B(t) can also be degenerate. The
operator pencil λA(t)+B(t) (λ is a complex parameter) which corresponds
to the left side (the linear part) of the DAEs (1) and (2) is called
characteristic. It is assumed that for each t ≥ t+ the pencil λA(t) +B(t)
is a regular pencil of index not higher than 1.

A function x ∈ C([t0, t1),Rn) is said to be a solution of the equation
(1) on [t0, t1) ([t0, t1) ⊆ [t+,∞)) if the function A(t)x(t) is continuously
differentiable on [t0, t1) and x(t) satisfies (1) on [t0, t1). If we consider the
equation (2), then its solution has to be smoother (x ∈ C1([t0, t1),Rn)).

DAEs of type (1) are used to describe mathematical models in control
theory, radio electronics, robotics, economics, ecology and chemical ki-
netics. Due to a wide range of applications, DAEs have been studied by
many authors.
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In the present work, we obtain the theorems on the existence and
uniqueness of global solutions, the Lagrange stability (the boundedness
of global solutions), the ultimate boundedness (dissipativity) and the
Lagrange instability (solutions have finite escape time) of the time-
varying semilinear DAEs (1), (2). Also, we obtain the theorems on the
Lyapunov stability, asymptotic stability and instability and the asymptotic
stability in the large (complete stability).

This work, in particular, extends and generalizes the results concerni-
ng the global solvability and Lagrange stability of time-invariant semi-
linear DAEs with the regular characteristic pencil, which were obtained
earlier. For example, the theorems on the existence and uniqueness of
global solutions for these DAEs were obtained in [1, 2], and the theorems
on the Lagrange stability (which also include the conditions of the global
solvability) and the Lagrange instability were obtained in [3]. Also, in
[4], the combined numerical methods for these DAEs were obtained and
it was verified that the results of applying the theorems from [3] were
consistent with the results of numerical experiments. The theorems on
the Lagrange stability and instability for the time-invariant semilinear
DAEs with the singular characteristic pencil were obtained in [5].

The work supported by the National Academy of Sciences of Ukraine
(project 0119U102376 “Qualitative, asymptotic and numerical analysis
of various classes of differential equations and dynamical systems, their
classification, and practical application”).
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On the basis of [1] I would like to describe simple model an epidemic
spread in heterogeneous populations in which one of the subpopulations
could be considered as a superspreader. Although in [1] we focused on
tuberculosis, but the presented analysis is valid for any infectious disease,
also for COVID-19, whenever the population is non-homogeneous.

We studied a criss-cross model based on the well-know SIS model
with constant inflow into both subpopulations and bilinear transmission
function. Basic reproduction number R0 was calculated and considered
as a threshold parameter for the general model. It is important to note
that having two subpopulations described by different parameters it is
not enough to consider the spread of epidemic in both of them separately,
and criss-cross model is necessary to get proper conditions of this spread
in the whole population. Our analysis confirms the hypothesis that even
if one of the subpopulations is small but have high risk of infection
and highly spread the disease then such individuals may be a specific
reservoir of the pathogen and the disease may be transmitted from this
subpopulation to the general population.

[1] Bodzioch M., Choiński M., Foryś U. SIS criss-cross model of tuberculosis in
heterogeneous population. – Discrete And Continuous Dynamical Systems-series
B. –2019. –24, 5. –2169–2188.
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The Conley Decomposition Theorem [1] is one of the most funda-
mental theorems in the theory of dynamical systems. Charles Conley
introduced a very weak form of recurrence for flows, which he called
”chain recurrence”. He then proved the existence of what he termed as
”complete Lyapunov function”, a real-valued function strictly decreasing
everywhere except on components of the chain-recurrent set, where it is
constant.

A similar theorem holds true for iterations of continuous functions [2],
and of closed relations [3]. D. Norton calls Conley’s theorem ”The Fun-
damental Theorem of the Dynamical Systems”.

In our report we aim to generalize these results to the subdynamics,
generated by discrete inclusions, restricted upon compact weakly invari-
ant, or, in other terms, viable subsets.

Consider the discrete inclusion xn+1 ∈ F(xn) (n ∈ Z), with F as
an upper semicontinuous multifunction, defined on the complete metric
space (X, d), and taking nonempty compact values. A sequence
(xn)n∈Z,Z+, such that xn+1 ∈ F(xn), is referred to as a chain. If instead
of inclusion one has the inequality %(xn+1,F(xn)) ≤ δ for some δ ≥ 0,
then one speaks about a δ-chain. (Here %(a,B) means the Hausdorff-
Pompeiu semi-distanse of the point a from the subset B.)

Associated with any multifunction F there is a series of limit relati-
ons, as, e.g., the ω-limit relation, the recurrent relation, the Ω-limit relati-
on, the generalized non wandering relation, and the chain-recurrent, or
Conley’s relation CF , the last one being defined as follows:
y ∈ CF(x) ⇐⇒ ∀ε > 0 there is an ε-chain beginning at x and endi-
ng at y. This relation is closed and transitive [3].

Any fixed point of Conley’s relation is called chain-recurrent and the
subset |CF| of all chain-recurrent points is called the chain-recurrent
set of the multifunction F . It is closed and invariant. The relation CF
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induces a partial order, which, in turn, generates an equivalent relation
on the chain recurrent set. This relation partitions the chain recurrent
set C(F) into equivalence classes. Each class is chain transitive. If X is
compact there is at most a countable infinite number of such classes,
called basic sets [3].

Recall, that a subset Λ ⊂ X is said to be invariant, if every chain,
starting at a point from Λ, remains in Λ.

The subset Λ is said to be viable on Z+,Z, if for every x ∈ Λ there
exists at least a chain (xn)n∈Z+,Z such that x0 = x and xn ∈ Λ for
all n ∈ Z+,Z. Fixed points and periodic chains represent the simplest
viable subsets of an inclusion.

So, given a closed viable subset, one can restrict on it the dynamics of
the discrete inclusion, taking into account only the chains, that remain
forever in this subset. This subdynamics is not so rich as the initial one,
but, in some cases, permits to preserve the recurrence properties and
some limit relations of the initial discrete inclusion.

A continuous real valued function L on X is called a Lyapunov functi-
on for the discrete inclusion xn+1 ∈ F(xn) (n ∈ Z), if y ∈ F(x) ⇒
L(y) ≤ L(x). If, in addition, L(x) = L(y) if and only if x and y lie in
the same equivalent class, then L is said to be complete.

Theorem. Given the upper semicontinuous compactly valued multi-
function F and the compact viable on Z subset Λ ⊂ X, there exists a
complete Lyapunov function for the restricted on Λ discrete inclusion:
xn+1 ∈ (F|Λ)(xn) (n ∈ Z).

In other words, the complete Lyapunov function decreases strictly
beyond the chain recurrent subset of Λ and separates basic sets in C(F|Λ).

In the case of an affine Iterated Function Sistem with a ”coherent
hyperbolic structure” we characterize the maximal compact viable on Z
subset as the closure of the periodic points, and describe the ”chaotic”
subdynamics on it [4].

[1] Conley C. Isolated invariant sets and the Morse index. CBMS Regional
Conference Series in Mathematics, 38. – Providence, RI: AMS, 1978.

[2] Norton D. E. The fundamental theorem of dynamical systems. // Comment.
Math. Univ. Carolinae. – 1995. – 36, 3. – P. 585–597.

[3] Akin E. The General Topology of Dynamical Systems. – Providence, RI: AMS,
1993.

[4] Glavan V., Guţu V. Uniformly hyperbolic viable sets in affine IFS. In: New
Trends in Differential Equations, Control Theory and Optimization. V. Barbu,
C. Lefter, I. Vrabie (eds.). – World Scientific, New Jersey, 2016. – P. 141–154.
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Let us consider the semi-direct sum G̃ n G̃∗reg of the loop Lie algebra
G̃ := d̃iff(T1|N ), consisting of the superconformal vector fields on a
supertor T1|N such as ã := a∂/∂x + 1

2

∑N
i=1(Dϑia)Dϑi , where N ∈

{1, 2, 3}, a := a(x, ϑ;λ) ∈ C∞(T1|N × (D1
+ ∪ D1

−); Λ0), (x, ϑ) ∈ T1|N '
S1×ΛN1 , Λ := Λ0⊕Λ1 is a infinite-dimensional Grassmann algebra over
C ⊃ Λ0, ϑ := (ϑ1, ϑ2, . . . , ϑN ) and Dϑi := ∂/∂ϑi + ϑi∂/∂x, i = 1, N ,
which are holomorphic in the "spectral" parameter λ ∈ C on the interior
D1

+ ⊂ C and exterior D1
− ⊂ C regions of the unit centrally located disk

D1 ⊂ C, and its regular dual space G̃∗reg with respect to the parity:

(l̃, ã)0 = resλ−1

∫
T1|N

dxdNϑ (la), (1)

where l̃ := l(x, ϑ;λ)(dx+
∑N
i=1 ϑidϑi) ∈ G̃∗reg, l ∈ C∞(T1|(2k−1)× (D1

+ ∪
D1
−); Λ1) if N = 2k − 1 and l ∈ C∞(T1|2k × (D1

+ ∪ D1
−); Λ0) if N = 2k,

k ∈ N. The loop Lie algebra G̃ splits into the direct sum G̃ = G̃+⊕ G̃− of
its Lie subalgebras for which G̃∗+,reg ' G̃−, G̃∗−,reg ' G̃+. Here ã(∞) = 0

for any ã(λ) ∈ G̃−. On G̃ n G̃∗reg one determines the commutator:

[ãn l̃, b̃n m̃] := [ã, b̃] n (ad∗ãm̃− ad∗b̃ l̃), ã, b̃ ∈ G̃, l̃, m̃ ∈ G̃∗reg,

where [ã, b̃] = c̃, c̃ := c∂/∂x + 1
2

∑N
i=1(Dϑic)Dϑi , c := a(∂b/∂x) −

b(∂a/∂x) + 1
2

∑N
i=1(Dϑia)(Dϑib), the symbol "ad∗" denotes the co-ad-

joint action of G̃ with respect to the parity (1) and ad∗al = lxa+ 4−N
2 lax+

(−1)N+1

2

∑N
i=1(Dϑi l)(Dϑia) for any ã ∈ G̃ and a fixed element l̃ ∈ G̃∗reg,

and the nondegenerate symmetric bilinear form such that (ãn l̃, b̃nm̃) =
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(l̃, b̃)0 + (m̃, ã)0. For N ∈ {1, 2, 3} one constructs the central extensions
Ĝ := G̃⊕C2 of the Lie algebra G̃ :=

∏
z∈S1(G̃nG̃∗reg) by the superanalogs

of the two-dimensional Ovsienko-Roger 2-cocycle:

ω2(ãn l̃, b̃n m̃) := (ω1
2(ãn l̃, b̃n m̃), ω2

2(ãn l̃, b̃n m̃)),

where ω1
2(ã n l̃, b̃ n m̃) = resλ−1

∫
S1×T1|N dzdxd

Nϑ (a(Pb)), ω2
2(ã n l̃,

b̃nm̃) = resλ−1
∫
S1×T1|N dzdxd

Nϑ (l(∂b/∂z)−m(∂a/∂z)) for any (ãn l̃)
and (b̃ n m̃) ∈ G̃, z ∈ S1. In addition, P = Dϑ1∂

2/∂2x when N = 1,
P = Dϑ1Dϑ2∂/∂x when N = 2 as well as P = Dϑ1Dϑ2Dϑ3 when N = 3.

Since the Lie algebra G̃ permits the standard splitting G̃ := G̃+⊕G̃−
into a direct sum of its Lie subalgebras G̃+ :=

∏
z∈S1(G̃+ n G̃∗−,reg) and

G̃− :=
∏
z∈S1(G̃− n G̃∗+,reg)), one can introduce the R-deformed Lie-

Poisson bracket:

{µ, ν}R(ãn l̃) = (ãn l̃, [R∇rµ(ãn l̃),∇lν(ãn l̃)])+

+(ãn l̃, [∇rµ(ãn l̃), R∇lν(ãn l̃)])+ (2)

+ < e, ω2(R∇rµ(ãn l̃),∇lν(ãn l̃)) + ω2(∇rµ(ãn l̃), R∇lν(ãn l̃)) >,

where µ, ν ∈ D(G̃∗) are arbitrary smooth by Frechet functionals on G̃∗,
e = (e1, e2) ∈ C2, R = (P+ − P−)/2, P+ and P− are projectors on G̃+

and G̃− respectively, on the dual space G̃∗ ' G̃ to the Lie algebra G̃. Here
∇lh(ãnl̃) := (∇lhl̃n∇lhã) ∈ G̃ and∇rh(ãnl̃) := (∇rhl̃n∇rhã) ∈ G̃ are
left and right gradients of any smooth functional h ∈ D(G̃∗) at a point
(ã n l̃) ∈ G̃∗. Due to the Adler-Kostant-Symes theory the Lie-Poisson
bracket (2) generates the hierarchy of Hamiltonian flows:

∂(ãn l̃)/∂tp := −ad∗
P+∇lh(p)(ãnl̃)(ãn l̃) = {ãn l̃, h(p)}R, p ∈ Z+, (3)

where P+∇lh(p)(ãn l̃) = (∇lh(p)

l̃,+
n∇lh(p)

ã,+), ∇lh(p)(ãn l̃) = λp∇lh(ãn
l̃), ∇lhl̃ ∼

∑
j∈Z+

∇lhl̃,jλ−j and ∇lhã ∼
∑
j∈Z+

∇lhã,jλ−j as |λ| →
∞, for any Casimir invariant h ∈ I(Ĝ∗), satisfying the relationship
ad∗∇lh(ãnl̃)(ãn l̃) = 0 at a point (ãn l̃) ∈ G̃∗.

The hierarchy (3) is shown to be reduced on coadjoint orbits of
the Lie algebra Ĝ, generated by the elements such as l̃ n ã, where
a :=

∑K−1
k=1 ak(x, ϑ)λk − λK and l :=

∑K−1
k=1 lk(x, ϑ)λk, K ∈ N, to the

hierarchy of compatible bi-Hamiltonian (2|N + 1)-dimensional systems
on functional supermanifolds and its matrix Lax representation is found
by use of the gradient-holonomic algorithm.
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In a domain QT = {(x, t) : 0 < x < h, 0 < t < T} we consider an
inverse problem for simultaneous determination of the time dependent
coefficients b1 = b1(t), b2 = b2(t) in the one-dimensional degenerate
parabolic equation

ψ(t)ut = a(t)uxx + (b1(t)x+ b2(t))ux + c(x, t)u+ f(x, t) (1)

with initial condition

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, h], (2)

boundary conditions

u(0, t) = µ1(t), u(h, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ] (3)

and overdetermination conditions
h∫

0

u(x, t)dx = µ3(t), t ∈ [0, T ]. (4)

h∫
0

xu(x, t)dx = µ4(t), t ∈ [0, T ]. (5)

A triplet of functions (b1, b2, u) ∈ (C[0, T ])2 × C2,1(QT ) ∩ C1,0(QT ),
is called a solution to the problem (1)-(5) if it verifies the equation (1)
and conditions (2)-(5).

It is known that a(t) > 0, t ∈ [0, T ], ψ(t) > 0, t ∈ (0, T ], ψ(0) = 0.

We will investigate the case of weak degeneration, when lim
t→0

dτ

ψ(τ)
= 0.

Applying the Schauder fixed point theorem there is established conditi-
ons of existence of the solution to the named problem. The proof of the
uniqueness is based on the properties of the solutions of the homogeneous
integral equations of the second kind with integrable kernels.
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We investigate an optimal control problem in coefficients for degenerate
parabolic variational inequality. Since these types of problems can exhibit
the Lavrentieff phenomenon and non-uniqueness of weak solutions, there
several possible statements of such problems depending on the choice of
the class of admissible solutions. In [1] we consider the optimal control
problem in the so-called class of H-admissible solutions. Using the classi-
cal approach to parabolic variational inequalities, we show that the set
of admissible pairs is not empty. We prove some topological properties of
the set of H-admissible solutions and show that this set possesses some
compactness properties with respect to the appropriate convergence in
variable spaces. Using, the direct method in Calculus of variations, we
prove the theorem on the existence of H-optimal solutions.

[1] Kasimova N.V. Solvability Issue for Optimal Control Problem in Coefficients
for Degenerate Parabolic Variational Inequality // Contemporary Approaches
and Methods in Fundamental Mathematics and Mechanics. – 2020 (in print).
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We will discuss the existence a weak solution to the following SPDE

∂Xt

∂t
=

1

2

∂2Xt

∂u2
+ λI{Xt=0} + I{Xt>0}QẆt (1)

with Dirichlet boundary conditions

Xt(0) = Xt(1) = 0, t ≥ 0, (2)

and initial condition

X0(u) = g(u), u ∈ [0, 1], (3)

where Ẇ is a space-time white noise, the functions g ∈ C[0, 1] and λ ∈
L2[0, 1] are non-negative, and Q is a non-negative definite self-adjoint
Hilbert-Schmidt operator on L2[0, 1]. We also assume that g(0) = g(1) =
0.

The equation appears as a sticky-reflected counterpart of the reflected
SPDE introduced in [1, 3]. In our case, the solution X obeys the usual
stochastic heat equation being strictly positive, but reaching zero, its
diffusion vanishes and a drift at zero pushes the process to be positive.
Remark that the form of equation (1) is similar to the form of the SDE
for the well-known sticky-reflected Brownian motion on [0,∞)

dx(t)

dt
= λI{x(t)=0} + I{x(t)>0}σẇ(t).

We next give a precise definition of a solution to the equation above.
So, we say that a continuous function X : [0, 1] × [0,∞) → [0,∞) is
a weak solution to SPDE (1)-(3), if X0 = g and for every ϕ ∈ C2[0, 1]
satisfying ϕ(0) = ϕ(1) = 0 the process

Mϕ
t = (Xt, ϕ)L2

− 1

2

∫ t

0

(Xs, ϕ
′′)L2

ds−
∫ t

0

(λI{Xs=0}, ϕ)L2
ds, t ≥ 0,
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is an (FXt )- martingale with quadratic variation

〈Mϕ〉t =

∫ t

0

∥∥Q(I{Xs>0}ϕ)
∥∥2

L2
ds, t ≥ 0,

where (·, ·)L2
and ‖ · ‖L2

denote the inner product and the norm in
L2[0, 1], respectively.

Let {ek, k ≥ 1} be the basis in L2[0, 1] consisting of eigenvectors of
the non-negative definite self-adjoint operator Q. Let also {µk, k ≥ 1} be
the corresponding family of eigenvalues of Q. We note that

∑∞
k=1 µ

2
k <

∞, since Q is a Hilbert-Schmidt operator. Introduce the function

χ2 :=

∞∑
k=1

µ2
ke

2
k,

where the series trivially converges in L1[0, 1] and a.e. The main result
reads as follows.

Theorem 1 (Existence of solutions). If

λI{χ>0} = λ a.e.,

then SPDE (1)-(3) admits a weak solution.
The proof of the theorem can be found in [2]. We remark that the

uniqueness of solution to (1)-(3) remains an open problem.

[1] Haussmann U. G., Pardoux É. Stochastic variational inequalities of parabolic
type // Appl. Math. Optim. – 1989. – 20, no. 2.– P. 163-192.

[2] Konarovskyi V. V. Sticky-reflected stochastic heat equation driven by colored
noise // arXiv:2005.11773. – 2020. – 37 p.

[3] Nualart D., Pardoux É. White noise driven quasilinear SPDEs with reflection
// Probab. Theory Related Fields. – 1992. – 93, no. 1.– P. 77-89.
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We consider two interrelated issues: first, a proof of a classical solvabi-
lity of a certain conjugation problem for a linear one-dimensional parabolic
equation of the second order with the nonlocal conjugation condition
containing the integral term; second, a construction, by using its solution,
of the two-parameter Feller semigroup associated with the inhomogeneous
Markov process on the given region of the real line. The union of these
two issues represents the so-called problem on pasting together two di-
ffusion processes, which are given by their generating differential operators
in subdomains of the mentioned region. This problem can also be treated
as the problem on mathematical modeling of diffusion in medium with
membranes (see [1]). It is assumed that at the boundary points of the
domains, where the moving membranes are placed, certain variants of
the general boundary condition or the conjugation condition of Feller-
Wentzell [2] are given. According to our understanding, the concept of a
moving membrane means that its position on the real line changes and
is determined by a given function which, as well as the process itself,
depends on the time variable

We study in detail the case, when the boundary conditions given
on the outer boundaries of the considered domains correspond to the
property of total internal reflection of diffusion process and the con-
jugation condition defined on the common boundary of these domains
corresponds to the partial reflection of process in combination with the
possibility of its leaving the boundary by jumps.

[1] Portenko M.I. Diffusion processes in media with membranes. – Kyiv: Institute
of Mathematics of the NAS of Ukraine, 1995.

[2] Wentzell A.D. Semigroups of operators that correspond to a generalized di-
fferential operator of second order // Dokl. Akad. Nauk SSSR (N.S.). – 1956. –
111, 2. – P. 269–272.
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Let Ω ⊂ Rn be a bounded domain with a sufficiently smooth boundary
∂Ω, Q = Ω× (0, T ). The task is to find a pair of functions {w(x, t), p(x)}
that satisfy the conditions

wt(x, t)− Lw(x, t) = h(x, t)p(x), (x, t) ∈ Q, (1)

w(x, 0) = 0, x ∈ Ω; w(x, t) = 0, (x, t) ∈ S ≡ ∂Ω× [0, T ], (2)

w(x, T ) = χ(x), x ∈ Ω, (3)

where h(x, t), χ(x) are given sufficiently smooth functions and L is a
uniformly elliptic operator defined as

Lw =

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂w

∂xj

)
+

n∑
i=1

bi(x)
∂w

∂xi
+ c0(x)w ,

where the coefficients aij = aji ∈ C1(Ω); bi , c0 ∈ L∞(Ω) are real
functions. It was proved in [1]–[3] that, under the conditions

c0(x) ≤ 0 in Ω ; h(x, t) ≥ 0 , ht(x, t) ≥ 0 in Q ; h(x, T ) > 0 in Ω (4)

inverse problem (1)–(3) has a unique solution. We show that condition
ht(x, t) ≥ 0 in Q from (4), cannot be discarded without introducing addi-
tional constraints (even if the other assumptions on h(x, t) are stronger).
Specifically, if only

c0(x) ≤ 0 in Ω ; h(x, t) ≥ δ > 0 in Q

then the homogeneous inverse problem can have a nontrivial solution
and the solution of inverse problem (1)–(3) is not unique. The operator
L, the domain Ω ⊂ R2, the function h and the corresponding nontrivial
solutions of the parabolic inverse problem are given in explicit form.
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From the expressions for these solutions, we establish that they are
analytic functions of their arguments. The case n = 1 was considered in
[2]. Examples with nonunique solutions are also constructed for inverse
problems similar in formulation to problem (1)–(3), but for elliptic and
hyperbolic equations. A feature shared by the basic examples of elliptic
operator with real coefficients has a complex eigenvalue. Our considerati-
on is restricted to n = 2, although examples of a nonunique solution are
also available for n > 3. Note also that the necessary and sufficient uni-
queness conditions can be formulated in terms of the completeness of a
system of functions associated with inverse problem (1)–(3) (see [4, 5]).
The relation of solution uniqueness in an inverse problem to the zeros of
a certain entire function and to the point spectrum of the operator was
noted in [6–8].

[1] Prilepko A. I., Solov’ev V.V. Solvability theorems and Rothe’s method in inverse
problems for parabolic equations// Differ. Uravn. – 1987 – 23, P. 1971–1980.

[2] Isakov V. Inverse parabolic problems with the final over determination //
Commun. Pure Appl. Math. – 1991 – 144, P. 185–209.

[3] Prilepko A. I., Kostin A.B.. On certain inverse problems for parabolic equations
with final and integral observation // Russ. Acad. Sci. Sb. Math. – 1993 – 75,
P. 473–490.

[4] Kostin A.B. Basis property of a system of functions related to the inverse
problem of finding the source // Differ. Equations. – 2008 – 44, P. 256–266.

[5] Kostin A.B. Criteria of the Uniqueness of Solutions and Well-Posedness
of Inverse Source Problems // J Math Sci. – 2018 – 230, P. 907–949.
https://doi.org/10.1007/s10958-018-3799-8

[6] Eidel’man Yu. S. Uniqueness of a solution to an inverse problem for a differenti-
al equation in Banach space // Differ. Uravn. – 1987 – 23, P. 1647–1649.

[7] Eidel’man Yu. S. Certain inverse problems for parabolic and elliptic operator
differential equations // Ukr. Mat. Zh. – 1993 – 45, P. 120–127.

[8] Tikhonov I. V., Eidel’man Yu. S. Uniqueness criterion in an inverse problem
for an abstract differential equation with nonstationary inhomogeneous term
// Math. Notes – 2005 – 77, P. 246–262.
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The symmetry operator method for finding the analytical form of
solutions of a given partial differential equations was first presented in
the paper [1].

The mechanism for performing this method is as follows:

• To calculate and estimate the Lie algebra’s infinitesimal symmetries
admitted by the given system with the partial derivatives.

• To determine the merger rules.

• And after this, to make a calibration, and to establish the commutator
relations.

We discuss in this talk several examples of differential systems of
great importance in mathematical physics, such as heat splitting, the
Euler-Tricomi equation, the generalized Cauchy-Riemann equation, and
the Dirac equations in a non-associative algebras.

As a continuation of an article [2], we show how to construct symmetry
operators for the system of partial differential equations in matrix form.

We also propose to build an analytical, polynomial, and exponential-
polynomial solutions of differential systems using the symmetry operator
approach and its implementations by the MAPLE package.

[1] Samuil D Eidelman, Yakov Krasnov, Operator method for solution of PDEs
based on their symmetries. In: Operator theory, systems theory and scattering
theory: multidimensional generalizations, Birkh́’auser Basel, 2005; 107-137

[2] Yakov Krasnov. Analytic function theory in algebras. Georgian Mathematical
Journal 14 (3), 2007: 471-481
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The novel medical diagnostic imaging techniques lead to fascinating
new problems for PDEs, harmonic analysis, spectral theory, etc., all the
way to algebraic geometry. In this talk, I will describe some aspects of
their relation to PDEs.

[1] P. Kuchment, The Radon Transform and Mathematical Imaging, SIAM 2014.
[2] P. Kuchment and L. Kunyansky, Mathematics of thermoacoustic tomography,

European J. Appl. Math., 19 (2008), Issue 02, 191-224
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Consider the differential equation

y′′ = α0p(t)|y)|σ0 |y′|σ1L0(y), (1)

where α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[−→]0,+∞[ is a continuous function, −∞ <
a < ω ≤ +∞, L0 : ∆Y0

−→]0,+∞[ is continuous and slowly varying as
y → Y0 function, ∆Yi (i ∈ {0, 1}) is a one-side neighborhood of Yi and
Yi ∈ {0;±∞} (i ∈ {0, 1}). We assume that the numbers µi (i = 0, 1)
given by the formula

µi =


1 if eigher Yi = +∞ or

Yi = 0 and ∆Yi is right neighborhood of the point 0,
−1 if eigher Yi = −∞ or

Yi = 0 and ∆Yi is left neighborhood of the point 0,

satisfy the relations

µ0µ1 > 0 for Y0 = ±∞ and µ0µ1 < 0 for Y0 = 0. (2)

Conditions (2) are necessary for the existence of solutions of Eq.(1)
defined in a left neighborhood of ω and satisfying the conditions

y(i)(t) ∈ ∆Yi for t ∈ [t0, ω[ , lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi (i = 0, 1). (3)

We study Eq.(1) on class Pω(Y0, Y1, λ0)- solutions, that defined as follows.
Definition 1. A solution y of Eq.(1) on interval [t0, ω[⊂ [a, ω[ is

called Pω(Y0, Y1, λ0)- solution, where −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, it, in addition to
(3), it satisfies the condition

lim
t↑ω

[y′(t)]2

y(t)y′′(t)
= λ0.
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Note that the numbers µ0, µ1 determine the signs of any Pω(Y0, Y1, λ0)-
solution of Eq. (1) and its derivative in a left neighborhood of ω. In
addition, the sign of the second derivative of any Pω(Y0, Y1, λ0)-solution
of Eq. (1) in a left neighborhood ω coincides with α0. Then taking into
account (2), we have

α0µ1 > 0 as Y1 = ±∞ and α0µ1 < 0 as Y1 = 0. (4)

Now we introduce auxiliary functions and notation as follows:

Φ(y) =
y∫
B

ds
sL0(s) , I0(t) =

t∫
A0

p(τ)|πω(τ)|σ0 dτ, I1(t) =
t∫

A1

p(τ)|πω(τ)|−σ1dτ,

β =

{
1 if ω = +∞,
−1 if ω < +∞.

Theorem 1. Let λ0 ∈ R \ {1} and let the function L0

(
Φ−1(z)

)
is

regular varying of γ-th order as z → Z, moreover, let σ0+σ1 = 1. Besides
for λ0 = 0 exists (finite or equal to ±∞) lim

t↑ω
|πω(t)|σ0p(t)

I1(t) .Then, for the

existence of Pω(Y0, Y1, λ0)- solutions of the differential equation Eq.(1),
it is necessary and, if the condition

(σ0 + λ0) ((σ0 + λ0)(1 + γ)− γ) 6= 0

is satisfied, sufficient that, along with inequality (2), (4) the conditions

lim
t↑ω

|πω(t)|σ0p(t)

I1(t)
= −β, lim

t↑ω
µ0µ1|λ0|σ1 |λ0 − 1|σ0I0(t) = Z,

lim
t↑ω

I1(t)πω(t)L0

(
Φ−1(µ0µ1|λ0|σ1 |λ0 − 1|σ0I0(t))

)
= − |λ0|σ0

|λ0 − 1|1+σ0
,

µ2I0(t) > 0, α0µ1(λ0 − 1)πω(t) > 0 for t ∈]a, ω[

hold.
Moreover, each solution of this kind as t ↑ ω admits the asymptotic

representations

Φ(y(t)) = µ0µ1|λ0|σ1 |λ0 − 1|σ0I0(t)[1 + o(1)],

y′(t)

y(t)
= −µ0µ1β|λ0|σ1 |λ0−1|σ0I1(t)L0

(
Φ−1(µ0µ1|λ0|σ1 |λ0 − 1|σ0I0(t))

)
).
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The problem of evolution of the rigid body rotation about a fixed
point continues to attract the attention of researchers. In the aspect of
applications, the analysis of rotational motion of bodies about a fixed poi-
nt is important for solving the problems of astronautics, the problems of
entry the flying vehicles into the atmosphere and dynamics of the rotati-
ng projectile and gyroscopy. A perturbed motions of the rigid body (close
to Lagrange’s case) have been considered in [1, 2]. Here the appropriate
conditions were presented for the possibility of applying the averagi-
ng procedure for the equations of motions with respect to the phase of
nutation angle, the averaged system of equations was obtained.

We consider the rotation of a dynamically symmetric rigid body
about a fixed point under the action of the restoring torque and perturbati-
ons depending on the slow time. We set the problem of investigating the
asymptotic behavior of the solutions of system for a small parameter; the
analysis will be carried out by method of averaging. We receive from the
equations of motion for the unperturbed system at parameter ε = 0 the
first integrals: Gz is the projection of the angular momentum vector onto
vertical axis Oz; H is the total energy of the body; r is the projection of
the angular velocity vector onto the axis of dynamical symmetry.

We express the nutation angle θ in case of unperturbed motion as
function of the time t , the integrals of motion and arbitrary phase
constant β as below

cos θ = u1 + (u2 − u1) sn (αt+ β) , k2 = (u2 − u1) / (u3 − u1) ,

α =

√
µ (u2 − u1) (2A)

−1
, 0 ≤ k2 ≤ 1.

Here, cos θ is the periodic function (αt+ β) with a period K(k)
α ; K (k) is

the complete elliptic integral of the first kind; sn are an elliptic sine, k
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is the modulus of the elliptic functions, µ is restoring torque. Assumed
that the problem can be decomposed into slowly and quickly changing
variables, that one quickly changing variables (θ - the nutation angle)
has periodicity, and thus that averaging to can be accomplished with a
small error. We propose to carry out the investigation of the perturbed
motion in the slow variables ui (i = 1, 2, 3), there are the real roots of
cubic polynomial.

Slow variables ui are connected via Gz, H and r by relations [1],
which more convenient for analysis. Averaging the right hand sides of
the resultant system over the phase of the nutation angle, we should
obtain the averaged system of first approximation:

dui
dτ

= Ui (u1, u2, u3, τ) , ui (0) = u0
i , i = 1, 2, 3 (1)

Ui (u1, u2, u3, τ) =
α

2K (k)

∫ 2K
α

0

Vi (u1, u2, u3, τ, θ (t)) dt.

As an example,we investigate a perturbed motion, close to Lagrange’s
case, under the action of an external medium, that slowly changes the vi-
scous properties.The averaged system is integrated numerically for vari-
ous initial conditions and parameters of the problem. The graphs of the
solutions were built. The dependence of the restoring and perturbation
torques on the slow time leads to the exhibiting of the set of functions,
which smooth out the behaviour of numerical dynamics of ui (i = 1, 2, 3),
Gz and H at the stage of numerical integration. Under the influence of
external dissipation, body tends to the stable state of lover equilibri-
um position more rapidly than in cases considered earlier [1, 2] (which
follows from the specification of coefficients). New class of rotations of a
dynamically symmetric rigid body about a fixed point has been investi-
gated with restoring and perturbation unsteady torques being taken into
account.

[1] Chernousko F. L., Akulenko L. D., Leshchenko D. D. Evolution of Motions of
a Rigid Body About its Center of Mass. – Cham: Springer; 2017. – 241 p.

[2] Akulenko L. D., Zinkevich Ya. S., Kozachenko T. A., Leshchenko D. D. The
evolution of motions of a rigid body close to the Lagrange case under the action
of an unsteady torque. // Journal of Applied Mathematics and Mechanics. –
2017. – 82, 2. – P. 79-84.
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1. The concept of factorization is widely used in various branches of
mathematics. The term “factorization” itself means the representation
of a certain mathematical object (number, function, matrix, operator,
etc.,) as a product of objects of the same kind, but with certain addi-
tional properties. Many mathematical results are actually theorems on
the existence and properties of one or another factorization.

2. Let Γ be a closed composite Lyapunov contour which bounds a
domain G+. By G− we denote the domain which complements G∪ Γ to
the whole plane. Assume that 0 ∈ G+ and ∞ ∈ G−. Through S, P and
Q de note the singular integral operators, defined by the equalities

(Sϕ) (t) =
1

πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ, t ∈ Γ, P =

1

2
(I + S) , Q =

1

2
(I − S) .

The factorization of function a ∈ GL∞(Γ) with respect to contour
Γ in the space Lp(Γ, ρ) is (see [1]) its representation in the form a(t) =
a−(t)tκa+(t), where κ ∈ Z and a± satisfy the following conditions:

1) a− ∈ L−p (Γ, ρ) , a+ ∈ L+
q

(
Γ, ρ1−q) , a−1

− ∈ L−q
(
Γ, ρ1−q) , a−1

+ ∈
L+
p (Γ, ρ)

(
p−1 + q−1 = 1

)
;

2) the operator a−1
+ Pa−1

− I is bounded in the space Lp(Γ, ρ).

We remind that Lq(Γ, ρ1−q) = L∗p(Γ, ρ). If a function a admits a
generalized factorization with respect to contour Γ in the space Lp(Γ, ρ),
then κ it is determined uniquely. The set of functions a ∈ GL∞(Γ)
admitting generalized factorization with respect to contour Γ in the space
Lp(Γ, ρ) will be denoted by Factp,ρ(Γ). Note that the set of all continuous
and nonzero functions on Γ admits factorization in all spaces Lp (Γ, ρ) .

If the function a ∈ GL∞(Γ) admits a factorization with respect to
contour Γ,

a(t) = a−(t)tκa+(t), κ ∈ Z,
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then [2] for κ ≥ 0 the operator A = aP + Q is invertible to the left,
and for κ ≤ 0 it has the inverse operator to the right. In both cases, the
operator A−1 has the form

A−1 = (a−1
+ P + a−Q)(t−κP +Q)a−1

− I.

However, as it is shown in [2], not every function a ∈ GL∞(Γ) admits
factorization. For example, the function a(t) = t1/2, (Γ = {t : |t| = 1}),
does not allow factorization in the space L2 (Γ) .

3. Class R+L∞(Γ)
Denote through R+L∞(Γ) the set of measurable real functions on the

contour verifying conditions

0 < essinf
t∈Γ

a(t), esssup
t∈Γ

a(t) <∞.

Theorem 1. R+L∞(Γ) ⊂ Factp,ρ(Γ). If a ∈ R+L∞(Γ), then
a(t) = a−(t) · a+(t),

where a+(t) = exp(P lna)(t), a−(t) = exp(Qlna)(t). In addition, the
functions a± verify the conditions: a±1

+ ∈ L+
∞(Γ) and a±1

− ∈ L−∞(Γ).
Corollary 1. Let b ∈ L∞ (Γ) and a ∈ R+L∞ (Γ) , then

b ∈ Factp,ρ(Γ) ↔ ab ∈ Factp,ρ(Γ).

Theorem 2. Let a function be continuous everywhere on Γ, except
for a finite number of points t1, t2, . . . tn, where there exist finite limits
a (tk ± 0) (k = 1, 2, . . . , n) and inft∈Γ |a(t)| 6= 0. If

Im
a (tk + 0)

a (tk − 0)
= 0,

then the function a admits factorization in the space Lp (Γ, ρ) .

4. Class Ntp,ρ(Γ)
We regard measurable essentially boundend functions a(t) as belongi-

ng to the Noether class (denoted by Factp(Γ)), if the operator A =
aP +Q is Noetheran.

Theorem 3. Ntp,ρ(Γ) = Factp,ρ(Γ) (see [2] ).

[1] Symonenko I.B. Some general questions of the Riemann boundary value problem
// Izv. Academy of Sciences of USSR, ser. mat. – 1968. – 32, – P. 1138-1146.

[2] Gohberg I., Krupnik N. Introduction to the theory of one-dimensional singular
integral operators. – Vol. I. – Basel: Birkhäuse Verlag, 1992. – 232 p.
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A summary of our application No. 2020.01/0028 submitted to the
National Research Foundation of Ukraine is given. Unfortunately, the
application was rejected without consideration on the merits, but we
hope that our plan will be of interest to scientists and other foundations
that support pandemic COVID-19 research. The COVID-19 pandemic
poses a great threat to Ukraine and the world due to the large number
of infected people, high mortality and a very negative impact on the
economy. The first studies of the development of the disease in time are
just beginning to appear. To do this, various evolutionary models descri-
bed by differential equations, modeling pulse and diffusion perturbations,
Markov switches, etc., [1] can be used. But their suitability for predicti-
ng outbreaks of the COVID-19 epidemic requires further study because
complex mathematical models contain many unknown parameters, the
values of which must be determined using a limited number of observati-
ons of the disease over time. Even long-term monitoring of the epi-
demic may not provide reliable estimates of its parameters due to the
constant change of testing conditions, isolation of infected and quaranti-
ne. Therefore, simpler approaches should also be used, for example,
the known SIR model, which contains only four parameters, the values
of which can be estimated using a statistical approach developed and
successfully applied in [2, 3]. It allows making adequate predictions of
the epidemics duration in different countries, estimating their actual
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onset (they may precede the time of registration of the first patient),
calculate the time dependence of the total number of patients and those
spreading the infection [2, 3]. Complex mathematical models contain
many unknown parameters, the values of which must be determined
using a limited number of observations of the disease over time. Even
long-term monitoring of the epidemic may not provide reliable esti-
mates of its parameters due to the constant change of testing conditions,
isolation of infected and quarantine. Therefore, the known SIR model
will be used, with three differential equations for the evolution of the
number of susceptible individuals – S ; infected, spreading the infection
– I and deleted persons – R, which is the sum of isolated, immunized
and deceased persons. This model contains only four parameters, the
values of which can be estimated using a statistical approach developed
and successfully applied in [2, 3]. The SIR model is unable to determi-
ne the duration of the incubation period and predict separately the
number of deaths caused by coronavirus, but allows making adequate
predictions of the epidemic duration in different countries, estimating
their actual onset (they may precede the time of registration of the first
patient), calculating the time dependence of the total number of pati-
ents V = I + R and I, [2, 3]. This model also allows us to assess the
impact of various factors on the disease dynamics. In particular, in [2] it
was shown that different testing algorithms significantly influenced the
forecast of the epidemic dynamics in Kyiv and Ukraine. For this purpose,
only data on the number of confirmed cases for the periods from March
28 to April 10 and from April 11 to April 24, 2020 (before and after the
introduction of broader PCR testing) were used. Similar approaches can
be used for other regions of Ukraine. Constant analysis of the number of
cases and comparison with theoretical curves will allow timely detection
of new epidemic outbreaks.

[1] Samoilenko I.V., Nikitin A.V. Double merging of phase space for differential
equations with small stochastic supplements under Levy and Poisson approxi-
mation conditions // Annals of the University of Craiova, Mathematics and
Computer Science Series. – 2020. – Vol. 47, No. 1. – P. 141-157.

[2] Nesteruk I. Simulations and predictions of COVID-19 pandemic with the use
of SIR model // Innov. Biosyst. Bioeng. – 2020. – Vol. 4, No. 2. – P. 110-121.
DOI: 10.20535/ibb.2020.4.2.204274, http://ibb.kpi.ua/article/view/204274.

[3] Nesteruk I. Waves of COVID-19 pandemic. Detection and SIR simulations //
MEDRXIV [Preprint]. – 2020. – 24 p. DOI: 10.1101/2020.08.03.20167098,
https://www.medrxiv.org/content/10.1101/2020.08.03.20167098v1.

56



Andrei Perjan, Galina Rusu

Abstract second order differential equations
with two small parameters and lipschitzian

nonlinearities
Moldova State University

E-mail: aperjan1248@gmail.com, rusugalinamoldova@gmail.com

Let H be a real Hilbert space endowed with the scalar product (·, ·)
and the norm | · |, and V be a real Hilbert space endowed with the norm
|| · ||. Let A : V ⊂ H → H, be a linear self-adjoint operator and B is
nonlinear A1/2 lipschitzian opeartor.

Consider the following Cauchy problem:{
εu′′εδ(t) + δ u′εδ(t) +Auεδ(t) +B

(
uεδ(t)

)
= f(t), t ∈ (0, T ),

uεδ(0) = u0, u′εδ(0) = u1,
(Pεδ)

where u0, u1, f : [0, T ] → H and ε, δ are two small parameters. We
investigate the behavior of solutions uεδ to the problem (Pεδ) in two
different cases:
(i) ε → 0 and δ ≥ δ0 > 0, relative to the solutions to the following
unperturbed system:{

δl′δ(t) +Alδ(t) +B
(
lδ(t)

)
= f(t), t ∈ (0, T ),

lδ(0) = u0;
(Pδ)

(ii) ε→ 0 and δ → 0, relative to the solutions to the following unperturbed
system:

Av(t) +B
(
v(t)

)
= f(t), t ∈ [0, T ), (P0)

The framework of our study is determined by the following conditions:
(HA) V ⊂ H densely and continuously, i. e. |u|2 ≤ ø0||u||2,∀u ∈ V .
The operator A : V ⊂ H → H is linear, self-adjoint and positive definite,
i.e. there exists ω > 0 such that (Au, u) ≥ ω |u|2, ∀u ∈ V ;
(HB) The operator B : D(B) ⊆ H 7→ H is A1/2 lipschitzian, i. e.
D(A1/2) ⊂ D(B) and there exists L > 0

|B(u)−B(v)| ≤ L |A1/2(u− v)|, ∀u, v ∈ D(A1/2).
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Using theorems of existence and uniqueness of solutions to the problems
(Pεδ), (Pδ), a priori estimates of these solutions and a relationship bet-
ween solutions to the problem for the abstract linear second order di-
fferential equation and the corresponding solution to the problem for
the first order equation [1], we establish convergence estimates from the
following two theorems.

Theorem 1. Let T > 0 and p > 1. Let us assume that the operators
A and B satisfy conditions (HA) and (HB). Let δ ≥ δ0 > 0. If u0 ∈
D(A), u1 ∈ D(A1/2) and f ∈ W 1,p(0, T ;H), then there exists constant
C = C(T, p, ω, Lδ0) > 0 and ε0 = ε0(δ0, L), such that

||uεδ − lδ||C([0,T ];H) ≤ CM eβ , ε ∈ (0, ε0), β = min
{1

4
,
p− 1

2p

}
,

where uεδ abd lδ are strong solutions to the problems (Pεδ) and (Pδ),
respectively,

M = |Au0|+ |A1/2u1|+ |B(0)|+ ||f ||W 1,p(0,T ;H).

Theorem 2. Let T > 0 and p > 1. Let us assume that the operators
A and B satisfy conditions (HA), (HB) and L <

√
ø. If u0 ∈ D(A),

u1 ∈ D(A1/2) and f ∈ W 1,p(0, T ;H), then there exists constant
C = C(T, p, ω, L) > 0, such that

||uεδ − v||C([0,T ];H) ≤

≤ h0 e
−ø0t/δ + CM

[
δ−1Θ(ε, δ) + δ(p−1)/p

]
, t ∈ [0, T ],

δ ∈ (0, 1], ε ∈
(
0, µ0 δ

2
)
, ø0 =

√
ø(
√

ø − L), h0 =
∣∣u0 − (A + B)−1f(0)|,

µ0 =
√

ø−L
2
√

øL2 , uεδ and v are strong solutions to the problems (Pεδ) and
(P0), respectively, and

Θ(ε, δ) =



ε1/4

δ(p+1)/p
if p ≥ 2,

ε(p−1)/2p

δ3/2
if p ∈ (1, 2).

[1] A. Perjan, Linear singular perturbations of hyperbolic-parabolic type, Bul.
Acad. Stiinte Repub. Mold. Mat., 2003, No. 2(42), 95–112.
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Based on the physical hypotheses and justifications of multicomponent
mass heat transfer in the nanoporous particles media obtained in papers
[1, 2], a competitive adsorption model were developed:

∂Cs (t, Z)

∂t
=
Dinters

l2
∂2Cs
∂Z2

− einterK̃s
Dintras

R2

(
∂Qs
∂X

)
X=1

, (1)

−H∂T (t, z)

∂t
− uhg

∂T

∂z
−

m∑
s=1

∆H̄s
∂Q̄s
∂t
− 2

αh
Rcolumn

T + Λ
∂2T

∂z2
= 0, (2)

∂Qs (t,X,Z)

4t
=
Dintras

R2

(
∂2Qs
∂X2

+
2

X

∂Qs
∂X

)
(3)

with initial conditions:

Cs (t = 0, Z) = 0; Qs (t = 0, X, Z) = 0; (Z,X) ∈ (0, 1) , s = 1,m (4)

and boundary conditions for coordinate X of the crystallite and Langmui-
r’s equilibrium:

∂

∂X
Qs (t,X = 0, Z) = 0,

Qs (t,X = 1, Z) =
Ks (T )Cs (t, Z)

1 +

m∑
s1=1

Ks1 (T )Cs1 (t, Z)

, s = 1,m.
(5)

The boundary and interface conditions for coordinate Z are:
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Cs (t, 1) = 1,
∂Cs
∂Z

(t, Z = 0) = 0, t > 0, (6)

T (t, Z)|Z=1 = Tinitial,
∂

∂z
T (t, Z)|Z=0 = 0 (7)

were Ks (T ) = k0s exp (−∆Hs/RgT ).
The non-isothermal model (1) - (7) is decomposed into a system

of linearized boundary value problems using the Landau decomposition
approach of non-isothermal Langmuir competitive adsorption equilibri-
um to a convergent series at the phase transition at temperature point as
a small parameter. High-speed analytical solutions of linearized problems
that allow calculation parallelization using Heaviside operational method
are constructed.

[1] 1. Petryk M., Ivanchov N., Leclerc S., Canet D., Fraissard J. Competitive
adsorption and diffusion of gases in a microporous solid. – London: IntechOpen,
2019. – Pages 1320.

[2] 2. Petryk M., Khimitch A., Petryk M.M. Simulation of Adsorption and
Desorption of Hydrocarbons in Nanoporous Catalysts of Neutralization Systems
of Exhaust Gases Using Nonlinear Langmuir Isotherm // Journal of Automati-
on and Information Sciences. – 2018. – 50, 10. – P. 18–33.
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We construct families of optimal Hardy-weights for a subcritical linear
second-order elliptic operator using a one-dimensional reduction. More
precisely, we first characterize all optimal Hardy-weights with respect
to one-dimensional subcritical Sturm-Liouville operators on (a, b), ∞ ≤
a < b ≤ ∞, and then apply this result to obtain families of optimal
Hardy inequalities for general linear second-order elliptic operators in
higher dimensions.

This is a joint work with Idan Versano [1].

[1] Y. Pinchover, and I. Versano, On families of optimal Hardy-weights for linear
second-order elliptic operators, J. Funct. Anal. 278 (2020), 108428.
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Consider a two-dimensional autonomous polynomial system of dif-
ferential equations

dx

dt
=
∑̀
i=0

Pmi(x, y),
dy

dt
=
∑̀
i=0

Qmi(x, y) (` <∞), (1)

where Pmi and Qmi are homogeneous polynomials of degree mi in x and
y, and 1 = m0 < m1 < ... < m`. The coefficients and variables of this
system take values from the fields of real numbers R.

We denote by
L1, L2, ..., Lk, ..., (2)

polynomials in the coefficient of system (1), which are the focus quanti-
ties [1] of this system which has a singular point of the second group
(center or focus) at the origin of coordinates.

It is known that in sequence (3) there is always a finite number ω of
these polynomials, called the essential conditions of center, the equality
to zero of which annuls entire sequence (3).

The main problem of center and focus is in determining this number
ω for any system of differential equations (1).

The main obtained result is the following:

Let N =
∑̀
i=0

(mi + 1) (` < ∞) be the maximal possible number of

nonzero coefficients of system (1). Then the number of algebraically
independent focus quantities from (3) does not exceed N − 1, which
is the Krull dimension of Sibirsky algebra of comitants [1] for system
(1). It is also shown that this number can be reduced to N − 3, which is
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the Krull dimension of Sibirsky algebra of invariants [1] for the menti-
oned system. It is assumed that the number of essential focus quantities
ω indicated above does not exceed N − 1 and it can be improved up
to N − 3, and their construction will begin with the first algebraically
independent nonzero focus quantities obtained consecutively up to the
mentioned estimations.

[1] M.N. Popa, V.V. Pricop. The Center and Focus Problem: algebraic solutions
and hypotheses. Academy of Sciences of Moldova, Chişinău, 2018. – 255 p.
http://www.math.md/files/download/publications/monographs/PopaM−
PricopV−PCF−VEl.pdf.
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Let Dx ⊂ Rk and Dy ⊂ Rl be bounded domains with boundaries
∂Dx, ∂Dy. Denote: Ω = Dx × Dy, Qτ = Ω × (0, τ), where τ ∈ (0, T ],
ST = ∂Ω × (0, T ), x ∈ Dx, y ∈ Dy, z = (x, y) ∈ Ω, n = k + l, ν is the
outward unit normal vector to ∂Dx ×Dy × (0, T ).

In the domain QT we study the following inverse problem: find the
sufficient conditions of the existence and the uniqueness of a pair of
functions (u(z, t), q(t)) that satisfies the equation

ut +

k∑
i,j=1

(aij(z, t)uxixj )xixj −
n∑

i,j=1

(bij(z, t)uzi)zj+

+c(z, t)u+ g(z, t, u) = f1(z, t)q(t) + f0(z, t), (1)

the initial, boundary and overdetermination conditions

u(z, 0) = u0(z), z ∈ Ω, (2)

u|ST = 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Dx×Dy×(0,T )

= 0, (3)∫
Ω

K(z)u(z, t) dz = E(t), t ∈ [0, T ], (4)

in the sense of definition:
A pair of functions (u(z, t), q(t)) is a weak solution to the problem

(1) – (4), if u ∈ L2(0, T ;V1(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), ut ∈ L2(QT ),
q ∈ C([0, T ]), it satisfies the equality∫

Qτ

(
utv +

k∑
i,j=1

aij(z, t)uxixjvxixj +

n∑
i,j=1

bij(z, t)uzivzj+

+c(z, t)uv + g(z, t, u)v
)
dz dt =

∫
Qτ

(f1(z, t)q(t) + f0(z, t))v dz dt (5)
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for all τ ∈ (0, T ], and all functions v ∈ L2(0, T ;V1(Ω)), and the conditi-
ons (3), (4) hold.

Here V1(Ω) =
{
u : u ∈ H1

0 (Ω), uxixj ∈ L2(Ω), i, j ∈ {1, . . . , k},
∂u
∂ν

∣∣
∂Dx×Dy

= 0
}
.

Let the coefficients of equation (1) and the initial data satisfy condi-
tions:

1): aij ∈ C([0, T ];L∞(Ω)), aij,t ∈ L∞(QT ),

aij(z, t) ≥ a0 > 0 for almost all (z, t) ∈ QT , i, j ∈ {1, . . . , k};
2): bij ∈ C([0, T ];L∞(Ω)), bij,t ∈ L∞(QT ), i, j ∈ {1, . . . , n};

n∑
i,j=1

bij(z, t)ξiξj ≥ b0|ξ|2 for all ξ ∈ Rn

and for almost all (z, t) ∈ QT , b0 > 0;

3): c ∈ C([0, T ];L∞(Ω)), c(z, t) ≥ c0 for almost all (z, t) ∈ QT ,
where c0 is a constant;

4): g(z, t, ξ) is measurable with respect to (z, t) in QT for all ξ∈R1

and is continuous with respect to ξ for almost all (z, t) ∈ QT ,
there exists g0 > 0, such that |g(z, t, ξ)− g(z, t, η)| ≤ g0|ξ − η|
for almost all (z, t) ∈ QT and all ξ, η ∈ R1;

5): f0, f1 ∈ C([0, T ];L2(Ω));

6): u0∈V1(Ω); K∈V1(Ω); E∈H1(0, T ), E(0)=

∫
Ω

K(z)u0(z) dz.

With the use of Faedo-Galerkin method and the method of successive
approximations we have proved the theorem

Theorem 1. Let the conditions 1)-6) hold and
∫
Ω

K(z)f1(z, t)dz 6= 0

for all t ∈ [0, T ]. Then there exists a unique weak solution to the problem
(1) – (4) in the domain QT .
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Consider the generic cuartic differential system{
ẋ = P (x, y) ,

ẏ = Q (x, y) ,
(1)

where P,Q ∈ R[x, y], max {degP,degQ} = 4, GCD (P,Q) = 1. Accordi-
ng to [1], if a polynomial differential system has enough invariant strai-
ght lines considered with their multiplicities, then we can construct a
Darboux first integral. Moreover, the number of the invariant straight
lines with their multiplicities affects the existence of the limit cycles [3],
the center problem [2] and other qualitative properties of a polynomial di-
fferential system [4]. If yP4−xQ4 6≡ 0, where P4 and Q4 are homogeneous
polynomials of degree 4, then the system (1) has at the infinity an invari-
ant straight line of the multiplicity at least one. We know that that the
multiplicity of this invariant straight line is at most 10, according to [5].
In this work, algebraically, we obtain two systems with these properties,
which, via affine transformations and time rescaling, were brought to the
form (2). {

ẋ = −3x+ ay4,

ẏ = y.
(2)

Therefore, we can state the following theorem.
Теорема 1. Suppose that a cuartic differential system has an invari-

ant straight line at the infinity of maximal multiplicity. Then via an affi-
ne transformation and time rescaling this system can be brought to the
system (2).

[1] LLIBRE J., XIANG Z., On the Darboux Integrability of Polynomial Differential
Systems. Qual. Theory Dyn. Syst., 2012.

66



[2] ŞUBĂ A., COZMA D., Solution of the problem of the center for cubic system
with two homogeneous and one nonhomogeneous invariant straight lines. In:
Bul. Acad. Ştiinţe Repub. Mold. Mat. 1999, no. 1, p. 37–44, 135, 137–138.

[3] GUANGJIAN S., JIFANG S., The n-degree di§erential system with
(n1)(n+1)=2 straight line solutions has no limit cycles, Proc. of Ordinary Di-
fferential Equations and Control Theory, Wuhan, 1987, 216220.

[4] LLIBRE J., MAHDI A., VULPE N. Phase portraits and invariant straight lines
of cubic polynomial vector fields having a quadratic rational first integral. In:
Rocky Mountain J. Math. 41 (2011), no. 5, p. 1585–1629.

[5] VACARAŞ O.,Maximal multiplicity of the line at infinity for quartic differenti-
al systems. Acta et commentationes (Ştiinţe Exacte şi ale Naturii), 6 (2), 2018,
p 70-77.
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In the following, the following notation is used: the set of prime ends
corresponding to the domain D, is denoted by ED, and the completion
of the domain D by its prime ends is denoted DP . We say that the
boundary of the domain D in Rn is locally quasiconformal, if each point
x0 ∈ ∂D has a neighborhood U in Rn, which can be mapped by a
quasiconformal mapping ϕ onto the unit ball Bn ⊂ Rn so that ϕ(∂D∩U)
is the intersection of Bn with the coordinate hyperplane. For a given set
E ⊂ Rn, we set d(E) := sup

x,y∈E
|x− y|. We say that a bounded domain D

in Rn is regular, if D can be quasiconformally mapped to a domain with
a locally quasiconformal boundary whose closure is a compact in Rn. If
g : D0 → D is a quasiconformal mapping of a domain D0 with a locally
quasiconformal boundary onto some domain D, then for x, y ∈ DP we
put:

ρ(x, y) := |g−1(x)− g−1(y)| , (1)

where the element g−1(x), x ∈ ED, is to be understood as some (single)
boundary point of the domain D0. It is easy to verify that ρ in (5) is a
metric on DP , and that the topology on DP , defined by such a method,
does not depend on the choice of the map g with the indicated property.

Let x0 ∈ D, x0 6=∞,

S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r} , Si = S(x0, ri) , i = 1, 2 ,

A = A(x0, r1, r2) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2} .
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Let Q : Rn → Rn be a Lebesgue measurable function satisfying the
condition Q(x) ≡ 0 for x ∈ Rn \D. The mapping f : D → Rn is called
a ring Q-mapping at the point x0 ∈ D \ {∞}, if the condition

M(f(Γ(S1, S2, D))) 6
∫

A∩D

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) (2)

holds for all 0 < r1 < r2 < d0 := sup
x∈D
|x−x0| and all Lebesgue measurable

functions η : (r1, r2) → [0,∞] such that
r2∫
r1

η(r)dr > 1. Let (X, d) and

(X ′, d ′) be metric spaces with distances d and d ′, respectively. A fami-
ly G of mappings g : X ′ → X is said to be equicontinuous at a poi-
nt y0 ∈ X ′, if for every ε > 0 there is δ = δ(ε, y0) > 0 such that
d(g(y), g(y0)) < ε for all g ∈ G and y ∈ X ′ with d ′(y, y0) < δ. The fami-
ly G is equicontinuous if G is equicontinuous at every point y0 ∈ X ′.

Everywhere below, unless otherwise stated, d = ρ is one of the metrics
in DP , defined by the relation (5), and d ′ = q is a chordal metric defined
by formula q(x, y) = |x−y|√

1+|x|2
√

1+|y|2
for x 6= ∞ 6= y, and q(x,∞) =

1√
1+|x|2

. For a given set E ⊂ Rn, we set q(E) := sup
x,y∈E

q(x, y). The

quantity q(E) is called the chordal diameter of the set E. The boundary
of the domain D is called weakly flat at the point x0, if for every number
P > 0 and for every neighborhood U of this point there is a neighborhood
V of point x0 such that M(Γ(E,F,D)) > P for arbitrary continua E
and F, satisfying conditions F ∩ ∂U 6= ∅ 6= F ∩ ∂V. The boundary of
domain D is called weakly flat if it is such at each point of its boundary.

For a given number δ > 0, domains D ⊂ Rn and D ′ ⊂ Rn, n > 2,
a continuum A ⊂ D and a Lebesgue measurable function Q(x) : Rn →
[0,∞] such that Q(x) ≡ 0 for x 6∈ D, we denote by Sδ,A,Q(D,D ′) the
family of all homeomorphisms h of D ′ onto D such that the mapping
f = h−1 satisfies the condition (2) inD, while q(f(A)) > δ. The following
statement is true.

Theorem 1. Suppose thatD is regular,D ′ has a weakly flat boundary,
and any component of ∂D ′ is a non-degenerate continuum. IfQ ∈ L1(D),
then each map h ∈ Sδ,A,Q(D,D ′) extends by continuity to the map
h : D ′ → DP , in addition, h(D ′) = DP , and the family Sδ,A,Q(DP , D ′),
consisting of all extended mappings h : D ′ → DP , is equicontinuous in
D ′.
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In this paper we consider solutions to the quasilinear parabolic equati-
on in the divergent form

ut − divA(x, t, u,∇u) + g(x, t,∇u) = b(x, t, u,∇u), (x, t) ∈ ΩT (1)

where ΩT = Ω × (0, T ), Ω is a bounded domain in Rn, n ≥ 2, 0 < T <
+∞, 0 ∈ Ω, satisfying the initial condition

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω \ {0}. (2)

We suppose that the functions A, g, b : Ω × R1
+ × R1 × Rn → Rn and

such that A(·, ·, u, ξ), g(·, ·, ξ), b(·, ·, u, ξ) are Lebesque measurable for
all u ∈ R1, ξ ∈ Rn, and A(x, t, ·, ·), g(x, t, ·), b(x, t, ·, ·) are continuous
for almost all (x, t) ∈ ΩT , A = (a1, a2, ...an). We also assume that the
following structure conditions are satisfied

A(x, t, u, ξ)ξ ≥ ν1

n∑
i=1

|u|mi−1|ξi|2,

|ai(x, t, u, ξ)| ≤ ν2|u|mi−1|ξi|2; g(x, t, ξ) ≥ ν1

n∑
i=1

|ξi|qi , i = 1, n,

|b(x, t, u, ξ)| ≤ ν2|u|
m−1

2

(
n∑
i=1

|u|mi−1|ξi|2
) 1

2

,

(3)

where ν1, ν2 are positive constants and

1− 2

n
< m1 ≤ m2 ≤ . . . ≤ mn < m+

1

n
, m =

1

n

n∑
i=1

mi, (4)

2 + nm

1 + n
≤ q < 2, max

0≤i≤n
qi < q

(
1 +

1

n

)
,

1

q
=

1

n

n∑
i=1

1

qi
. (5)
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Before formulation the main results, let us formulate the definition of
a weak solution to the problem (1), (2). We say that u ∈ Lq(0, T ;W 1,q(Ω))

if
∫∫
ΩT

|u|qdxdt+
n∑
i=1

∫∫
ΩT

|uxi |qidxdt <∞. Letm− = min(1,m1), we also say

that u ∈ Vm(ΩT ) if u ∈ C(0, T ;L1+m−(Ω)) and
n∑
i=1

∫∫
ΩT

|u|mi+m−−2|uxi |2

dxdt <∞. By a weak solution of the problem (1), (2) we mean the functi-
on u(x, t) ≥ 0 satisfying the inclusion uψ ∈ Vm(ΩT )∩Lq(0, T ;W 1,q(Ω))∩
L∞(ΩT ) and the integral identity

∫
Ω

u(x, t)ψ ϕdx+

τ∫
0

∫
Ω

(−u(ψφ)t +A(x, t, u,∇u)∇(ψϕ)+

+g(x, t,∇u)ψϕ− b(x, t, u,∇u)ψ ϕ ) dxdt = 0,

(6)

holds true for p = max(2 +mn, max
1≤i≤n

qi), for any 0 < τ < T, any testing

function ϕ ∈ W 1,2(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;
o

W
1,2

(Ω)) and any ψ∈C1(ΩT )
vanishing in a neighborhood of {(0, 0)}.

Our main result reads as follows
Тheorem 1. Let u be a weak solution to the problem (1), (2). Let that

the conditions (3)-(5) be fulfilled, and assume also that if q = 2+nm
1+n then

qi = 2+nm
1+n+n

2 (m−mi) , i = 1, n. Then the singularity at the point {(0, 0)} is
removable, that is the integral identity (6) holds for ψ ≡ 1.
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The structure of the solution for the following non-linear integral-
differential Maxwell-Bloch-like system of equations is discussed (see detai-
ls in [1]).

∂

∂t
ρaa (t, r) = λa

n (r)

N
− γρaa (t, r)

+
i

~
℘ (ρba (t, r) ℘̂ ·E (t, r)− ρab (t, r) ℘̂ ·E∗ (t, r))

+
2

~
χ

∫
dr
′
{

2Im (ρba(t, r))Re
(
ρba(t, r

′
)
)
Q
(
r, r

′
)}

;

(1)

∂

∂t
ρbb (t, r) = λb

n (r)

N
− γρbb (t, r)

− i
~
℘ (ρba (t, r) ℘̂ ·E (t, r)− ρab (t, r) ℘̂ ·E∗ (t, r))

−2

~
χ

∫
dr
′
{

2Im (ρba(t, r))Re
(
ρba(t, r

′
)
)
Q
(
r, r

′
)}

;

(2)

∂

∂t
ρba (t, r) = −γbaρba (t, r) + iω0ρba (t, r)

+
i

~
(ρaa (t, r)− ρbb (t, r))℘℘̂ ·E∗ (t, r)

−2i

~
χ

∫
dr
′
{

(ρaa (t, r)− ρbb (t, r))Re
(
ρba

(
t, r
′
))

Q
(
r, r

′
)}

;

(3)

where ραβ (t, r) for α ∈ {a, b} and β ∈ {a, b} is the unknown function
of the time t and coordinates r; E (t, r) is the known periodic function
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of time and coordinates. The solution is supposed to be localized in the
volume V .

Q
(
r, r

′
)

=
℘̂ · ℘̂′

|r− r′ |3
− 3

(
℘̂ ·
(
r− r

′
))(

℘̂′ ·
(
r− r

′
))

|r− r′ |5
; (4)

n(r) = N (ρaa (t, r) + ρbb (t, r)) with N being the given positive quite
large integer number. Other symbols are the given parameters.

The term "process"is introduced to represent the structure of the
solution of the system of equations by means of the corresponding di-
fferential equations as the additive processes (components of the soluti-
on: see details in [2]). The representation of the system of non-linear
integral-differential equations through the specific directed graphs in the
scaling grid is proposed. The interaction between the different processes
is represented through the interaction integral and was illustrated by
the specific system of directed graphs. In accordance with the introduced
systems of differential equations, the structure of the solution is illustrated
in the grid, where the dependence of a term ραβ (t, r) on a the other
induced processes is shown by the dashed arrows, joining the processes
that generate the term. The type of interaction that involves the generati-
ng processes is shown to the left of the grid (left ordinate), while the
types of the processes are cited at the right side of the grid (right ordi-
nate). Each induced term is depicted by the horizontal vector. The ci-
rcle with the enclosed directed arrow depicts the non-linear coupling
caused between the processes and measured by the introduced interacti-
on integral. The semicircle depicts the linear coupling with a parametric
field (media). In principle, the directions and lengths of the vectors can
be defining their contribution (addition or subtraction). For this purpose,
a scaling map for the corresponding differential rates has to be developed
depending on the ordinates (processes and the type of interaction).

[1] Andrii Sizhuk, Guangjiong Dong, The Near Resonant Optical Absorption by
System Coupled with Two Laser Beams, Ukrainian Journal of Physics 65(4),
277 - 283 (2020).

[2] A. S. Sizhuk and P. R. Hemmer, Journal of Statistical Physics 147, 132 (2012).
DOI https://doi.org/10.1007/s10955-012-0457-2.
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Let S := (−∞, 0], V be real separable reflexive Banach space with
norm ‖·‖, and H be real Hilbert space with the scalar products (·, ·) and
norms | · |, respectively. Suppose that V ⊂ H with dense, continuous and
compact injection. Denote by V ′ and H ′ the dual spaces to V and H,
respectively. We suppose that the space H ′ is a subspace of V ′. Identi-
fying the spaces H and H ′ by the Riesz-Fréchet representation theorem,
we obtain dense and continuous embeddings V ⊂ H ⊂ V ′ .

Let X be an arbitrary Banach space with the norm ‖ · ‖X . Let q ∈
[1,∞], q′ is a dual to q, that is, 1/q + 1/q′ = 1. Denote by Lqloc(S;X)
the linear space of measurable functions defined on S with values in
X, whose restrictions to any segment [t1, t2] ⊂ S belong to the space
Lq(t1, t2;X). Let us define the spaces

H1
loc(S;H) := {w ∈ L2

loc(S;H)
∣∣w′ ∈ L2

loc(S;H)},

W 1
q,loc(S;V ) := {w ∈ Lqloc(S;V )

∣∣w′ ∈ Lq′loc(S;V ′)}, q > 1. (1)

Let Φ : V → (−∞,+∞] be a proper, convex and lower semiconti-
nuous functional; moreover, Φ(0) = 0. A subdifferential of functional Φ
is a mapping ∂Φ : V → 2V

′
, defined as follows

∂Φ(v) := {v∗ ∈ V ′ | Φ(w) ≥ Φ(v) + (v∗, w − v) ∀ w ∈ V }, v ∈ V,

and the domain of the subdifferential ∂Φ is the set D(∂Φ) := {v ∈
V | ∂Φ(v) 6= ∅}.

Assume that B(t, ·) : H → H, t ∈ S, is a given family of operators
which satisfy the condition: for any v ∈ H the mapping B(·, v) : S → H
is measurable, and there exists a constant L > 0 such that following
inequality holds

|B(t, v1)−B(t, v2)| 6 L|v1 − v2| (2)
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for a.e. t ∈ S, and for all v1, v2 ∈ H; in addition, B(t, 0) = 0 for a.e.
t ∈ S.

Let us consider the evolutionary variational inequality or, other words,
subdifferential inclusion

u′(t) + ∂Φ
(
u(t)

)
+B(t, u(t)) 3 f(t), t ∈ S, (3)

where f : S → V ′ is given function.

Definition. Let p > 2, q > 2 be given constants and f ∈ Lp
′

loc(S;V ′) +

Lq
′

loc(S;H). The solution of variational inequality (3) is a function u :
S → V that satisfies the following conditions:

1) u ∈W 1
p,loc(S;V ) ∩ Lqloc(S;H);

2) u(t) ∈ D(∂Φ) for a.e. t ∈ S;

3) there exists a function g ∈ Lp
′

loc(S;V ′) + Lq
′

loc(S;H) such that, for
a.e. t ∈ S, g(t) ∈ ∂Φ

(
u(t)

)
and

u′(t) + g(t) +B(t, u(t)) = f(t) in V ′.

The problem of finding a solution of variational inequality (3) for
given Φ, B, f be called the problem P(Φ, B, f), and the function u be
called its solution.

Additionally, assume that the following hold: there exist the constants
p > 2, q > 2, K1 > 0, K2 > 0, K3 > 0 such that

(v∗1 − v∗2 , v1− v2) > K1|v1− v2|2 +K2|v1− v2|q ∀ [v1, v
∗
1 ], [v2, v

∗
2 ] ∈ ∂Φ;

Φ(v) > K3‖v‖p ∀ v ∈ dom(Φ).

The main results are following.
Theorem. Let f ∈ L2

loc(S;H) and L < K2 holds. Then the problem
P(Φ, B, f) has a unique solution.
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We consider mixed boundary value problem for second order strongly
elliptic differential-difference equations in a cylinder with the Dirichlet
boundary conditions on the bases of cylinder and the Neumann boundary
conditions on cylindrical part of boundary.

We establish existence and uniqueness of generalized solution to the
above problem and smoothness of generalized solutions in some subdo-
mains. We prove that a regular difference operator is an isomorphi-
sm mapping subspace of the Sobolev space with homogeneous Diri-
chlet boundary conditions on the bases of cylinder onto subspace of
the Sobolev space with nonlocal boundary conditions. This property of
difference operators allows to show that the mixed nonlocal boundary
value problem for second order elliptic differential equation has a unique
generalized solution.

It was also proved that a second order strongly elliptic differential-
difference operator with mixed boundary conditions is regular accretive
and satisfies the Kato conjecture [1]. Some of results were obtained joi-
ntly with V.V. Liiko [2].

This work is supported by the Ministry of Science and Higher Educati-
on of the Russian Federation: agreement no. 075-03-2020-223/3 (FSSF-
2020-0018).

[1] Kato T. Fractional powers of dissipative operators I// J. Math. Soc. Japan. –
1961. – 13:3. – 246–274.

[2] Liiko V.V., Skubachevskii A.L.,Mixed Problems for Strongly Elliptic Differential-
Difference Equations in a Cylinder// Math. Notes. – 2020. – 107, No. 5. – 770–
790.
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We consider the real cubic system of differential equations

ẋ = y + ax2 + cxy + fy2 + kx3 +mx2y + pxy2 + ry3 ≡ p (x, y) ,
ẏ = −(x+ gx2 + dxy + by2 + sx3 + qx2y + nxy2 + ly3) ≡ q (x, y) ,
gcd(p, q) = 1, sx4 + (k+q)x3y + (m+n)x2y2 + (l+p)xy3 + ry4 6≡ 0

(1)

and the homogeneous system associated to the system (1):
{ẋ = P (x, y, Z) , ẏ = Q (x, y, Z)}, where
P (x, y, Z) = yZ2 + (ax2 + cxy + fy2)Z + kx3 +mx2y + pxy2 + ry3,
Q (x, y, Z) = −(xZ2 + (gx2 + dxy + by2)Z + sx3 + qx2y + nxy2 + ly3).

Denote X=p (x, y) ∂
∂x+q (x, y) ∂

∂y , X∞=P (x, y, Z) ∂
∂x+Q (x, y, Z) ∂

∂y .

The critical point (0, 0) of system (1) is either a focus or a center, i.e.
is monodromic. The problem of distinguishing between a center and a
focus is called the problem of the center or the center-focus problem.

We say that the straight line αx + βy + γ = 0, α, β, γ ∈ C is called
invariant for (1) if there exists a polynomial K ∈ C[x, y] such that the
identity αp(x, y) + βq(x, y) ≡ (αx+ βy + γ)K(x, y), (x, y) ∈ R2 holds.

The invariant straight line αx + βy + γ = 0 (respectively, the li-
ne at infinity Z = 0) has multiplicity ν (respectively, ν + 1) if ν is
the greatest positive integer such that (αx+βy+ γ)ν (respectively, Zν)
divides E = pX(q)−qX(p) (respectively, E∞ = PX∞(Q)−QX∞(P )) [1].

Theorem 1. The cubic system (1) with invariant straight lines (inclu-
ding the line at infinity) of total multiplicity at least five has a center at
the origin (0, 0) if and only if the first two Lyapunov quantities vanish.

[1] Christopher C., Llibre J. and Pereira J.V. Multiplicity of invariant algebraic
curves in polynomial vector fields // Pacific J. of Math. – 2007. – 329, 1. – Pp.
63–117.
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In a Banach space E on an interval [0, 1] we consider a nonlocal
problem

du

dt
= Au(t),

1∫
0

u(t) dµ(t) = ϕ,

with a given element ϕ ∈ E. Here A is a closed linear operator in E with
domain D(A), and µ ∈ BV [0, 1]. We suppose also that µ(1) 6= µ(0).

In solving this problem, it is useful to have a system ofAppell polynomi-
als (see [1]) such that P0(t) ≡ (µ(1)− µ(0))−1 and

P ′n(t) = nPn−1(t),

1∫
0

Pn(t) dµ(t) = 0, n ∈ N.

If ϕ ∈ D(A∞) under some restrictions, then a solution of the non-local
problem is represented in the form of

u(t) =

∞∑
n=0

Pn(t)

n!
Anϕ, t ∈ [0, 1].

In the case of a standard measure dµ(t) ≡ dt, the system of Appell
polynomials transforms into the system of classical Bernoulli polynomials
Bn(t) (see [1], [2]). A detailed discussion of the formulas for this special
case is given in the paper [3]. The proposed approach is of interest for
the theory of fast matrix computation algorithms (see [4]).

The reported study was partially funded by RFBR according to the
research project 18-01-00236.
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This work is dedicated to deepening our comprehension of the regulari-
ty of the solutions to the Cauchy problem for the quasi-linear second-
order parabolic partial differential equations under fair general conditi-
ons on the perturbations.

Let us consider the quasilinear second-order parabolic partial di-
fferential equations

∂

∂t
u+ λu−

∑
i,j=1,..,l

∂

∂xi

(
aij(x, u)

∂

∂xj
u

)
+ b(x, u,∇u) = f(t, x), (1)

under the initiation conditions

u (0, x) = u0 (x) ,

where u (t, x) is the unknown function, λ > 0 is a real number and
f(t, x) = f is a given function. The term b(x, u,∇u) is a measurable
function of three arguments.

The matrix aij(x, u) is a measurable elliptical matrix l × l size such
that there is a numbers ν and µ : 0 < ν < µ <∞ such that

ν

l∑
i=1

ξ2
i ≤

∑
ij=1,...,l

aij(t, x, u)ξiξj ≤ µ
l∑
i=1

ξ2
i ∀ξ ∈ Rl.

Definition. A real-valued function u (t, x) is called a weak solution to
the parabolical partial differential equation (1) if the integral identity

〈u(τ), v(τ)〉 |t0 +
∫ t

0
(−〈u(τ), ∂tv(τ)〉+ λ 〈u(τ), v(τ)〉) dτ+

+
∫ t

0

〈∑
i,j=1,....,l aij

∂
∂xj

u, ∂
∂xi

v
〉
dτ +

∫ t
0
〈b, v〉 dτ =

∫ t
0
〈f, v〉 dτ (2)
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holds for almost every t ∈ [0, T ], x ∈ Rl and for all v ∈W q
1,0.

The conditions of linear growth:
1. b(x, y, z) is a measurable function of its arguments and b ∈ L1

loc(R
l);

2. function b(x, y, z) satisfies inequality:

|b (t, x, u,∇u)| ≤ µ1(x) |∇u|+ µ2(x) |u|+ µ3(x) (3)

where the functions µ2
1 ∈ PKβ(A), µ2 ∈ PKβ(A) and µ3 ∈ Lp(Rl).

3. the increase of function b(x, y, z) satisfies the inequality

|b (t, x, u,∇u)− b (t, x, v,∇v)| ≤ µ4(x) |∇ (u− v)|+ µ5(x) |u− v| , (4)

where the functions µ2
4 ∈ PKβ(A), µ5 ∈ PKβ(A).

Here we introduce the class of form-bounded functions PKβ accordi-
ng to formula-definition

PKβ(A) =
{
g ∈ L1

loc(R
l, dlx) :

∣∣∣〈g |h|2〉∣∣∣ ≤ β 〈A 1
2h,A

1
2h
〉

+ c (β) ||h||22
}
,

where a h ∈ D(A
1
2 ) and β > 0 is a form-boundary and c (β) ∈ R1.

Theorem 1. Assuming that the Cauchy’s problem

∂

∂t
u+ λu− ∂

∂xi

(
aij(x, u)

∂

∂xj
u

)
+ b(x, u,∇u) = f(t, x),

u (0, x) = u0 (x) ,

under the form-bounded on b and condition vraimax
∣∣∣∂ajk∂xi

∣∣∣ < ∞ has a
solution u ∈W 2

1,1, then the solution belongs W 2
2,1.

Theorem 2. The quasi-linear parabolic partial differential equation
(1) under the conditions (3), (4) has the solution fromW 2

1

(
[0, T ]×Rl

)
.

[1] Yaremenko M.I. The existence of a solution of evolution and elliptic equations
with singular coefficients / M.I.Yaremenko // Asian Journal of Mathematics
and Computer Research. – 2017. – Vol.: 15, Issue.: 3. pp. 172- 204.

[2] Yaremenko M.I. Quasi-linear evolution and elliptic equations / M.I. Yaremenko
// Journal of Progressive Research in Mathematics. – Vol.11., №3. – 2017 pp.
1645-1669.
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В обмеженiй областi Ω ⊂ Rn з межею Γ ∈ C∞ розглядається
регулярна елiптична крайова задача

Au = f в Ω, Bju = gj на Γ, j = 1, ..., q. (1)

Тут A = A(x,D) — елiптичний лiнiйний диференцiальний оператор
(л.д.о.) парного порядку 2q ≥ 2, а кожне Bj = Bj(x,D) — крайо-
вий л.д.о. порядку mj ≤ 2q − 1. Усi коефiцiєнти операторiв A i Bj
належать до комплексних просторiв C∞(Ω) i C∞(Γ) вiдповiдно. Роз-
глядається випадок, коли крайовi данi gj можуть бути як завгодно
грубими, тобто є довiльними розподiлами на Γ.

Така елiптична задача дослiджується у шкалi узагальнених про-
сторiв Соболєва Hα, для яких показником регулярностi служить до-
вiльна функцiя α ∈ OR. Клас OR складається з усiх вимiрних за
Борелем функцiй α : [1,∞) → (0,∞), для кожної з яких iснують
дiйснi числа r0 < r1 i c0, c1 > 0 такi, що

c0λ
r0 ≤ α(λt)/α(t) ≤ c1λr1 для усiх λ, t ∈ [1,∞). (2)

Цi функцiї називають OR-змiнними на ∞ за В. Г. Авакумовичем.
Нехай σ0(α) — супремум усiх r0 таких, що виконується лiва нерiв-
нiсть в (2), а σ1(α) — iнфiмум усiх r1 таких, що виконується права
нерiвнiсть в (2).

Комплексний гiльбертiв простiр Hα(Rn) складається з усiх роз-
подiлiв w ∈ S ′(Rn) таких, що α(〈ξ〉)Fw(ξ) ∈ L2(Rn, dξ). Тут 〈ξ〉 :=
(1 + |ξ|2)1/2, а F — перетворення Фур’є. Норма розподiлу w у цьому
просторi дорiвнює нормi функцiї α(〈ξ〉)Fw(ξ) у просторi L2(Rn, dξ).
Гiльбертовi простори Hα(Ω) i Hα(Γ) означаються за простором на
Rn у стандартний спосiб. Якщо α(t) ≡ ts для деякого s ∈ R, вони
стають соболєвськими просторами порядку s.

Оскiльки усi gj ∈ D′(Γ), то gj ∈ Hϕj (Γ) для деякого ϕ ∈ OR,
де ϕj(t) ≡ ϕ(t)t2q−mj−1/2. Для грубих крайових даних число σ0(ϕ)
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може бути як завгодно малим. Нехай σ0(ϕ) ≤ −1/2. У випадку
σ1(ϕ) ≥ −1/2 виберемо числа s0 < σ0(ϕ), s1 > σ1(ϕ) i λ ∈ (−1/2, s1]
та покладемо η(t) := t(1−θ)s1ϕ(tθ) при t ≥ 1, де θ := (s1−λ)/(s1−s0).
У випадку σ1(ϕ) < −1/2 виберемо число λ > −1/2 та покладе-
мо η(t) := tλ при t ≥ 1. Нехай Hϕρ2q

A,η (Ω) є гiльбертiв простiр усiх
u ∈ Hϕρ2q

(Ω) таких, що Au ∈ Hη(Ω), надiлений скалярним добутком
графiка; тут ϕρ2q позначає функцiю ϕ(t)t2q аргументу t ≥ 1.

Теорема 1. Множина C∞(Ω) є щiльною в просторi Hϕρ2q

A,η (Ω), а
вiдображення u 7→ (Au,B1u, . . . , Bqu), де u ∈ C∞(Ω), продовжується
єдиним чином (за неперервнiстю) до обмеженого нетерового опера-
тора на парi просторiв Hϕρ2q

A,η (Ω) i Hη(Ω)⊕
⊕q

j=1H
ϕj (Γ). Його ядро

лежить у C∞(Ω) та разом з iндексом не залежить вiд ϕ i η.
За допомогою цього результату доведено теорему про iзоморфiзм,

породжений елiптичної задачею (1) мiж деякими пiдпросторами про-
сторiв, що фiгурують у теоремi 1, i теореми про локальну (аж до ме-
жi Γ) регулярнiсть узагальнених розв’язкiв цiєї задачi та їх локальну
апрiорну оцiнку. Отримано застосування вказаних теорем до однорi-
дних елiптичних рiвнянь, iнтерполяцiї функцiональних гiльбертових
просторiв, пов’язаними з цими рiвняннями, та до елiптичних задач
з бiлим шумом у крайових умовах. Наведемо останнє.

Теорема 2. Розглянемо задачу Дiрiхле, яка складається з рiв-
няння Пуассона ∆u = f у (двовимiрному) крузi Ω i крайової умови
u�Γ = ξ, де ξ : Ω̃→ D′(Γ) є Гаусiв бiлий шум, а (Ω̃,R,P) — ймовiрнi-
сний простiр. Припустимо, що f ∈ Hη(Ω), де η(t) ≡ tλ для деякого
λ > −1/2. Тодi для P-майже усiх ω ∈ Ω̃ iснує єдиний розв’язок u(ω, ·)
цiєї задачi, який належить до Hα(Ω) для довiльного α ∈ OR такого,
що σ0(α) = σ1(α) = 0 i

∫∞
1
α2

0(t)dt/t <∞. Окрiм того, оцiнка

‖u(ω, ·)‖Hα(Ω) ≤ cα
(
‖f‖Hλ(Ω) + ‖ξ(ω)‖

B
−1/2
2,∞ (Γ)

)
виконується для P-майже усiх ω ∈ Ω̃, де число cα > 0 не залежить
вiд f , ξ та ω. Тут B−1/2

2,∞ (Γ) — простiр Нiкольського порядку −1/2 та
iндексу сумовностi 2.

Цi результати отриманi спiльно з Р. Денком [1].

[1] Anop A., Denk R., Murach A. Elliptic problems with rough boundary data in
generalized Sobolev spaces // arXiv:2003.05360. – 2020. – 40 p.
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Розглянемо крайову задачу (в одиничному крузi) для рiвняння

∆U = 0 (1)

де ∆ — оператор Лапласа в полярних координатах. Тобто рiвняння
(1) записується у виглядi

∂2U

∂ρ2
+

1

ρ

∂2U

∂ρ
+

1

ρ2

∂2U

∂x2
= 0 (0 ≤ ρ < 1,−π ≤ x ≤ π) (2)

Розв’язок рiвняння (1), що задовольняє крайовiй умовi

U (ρ, x)|ρ=1 = f(x), −π ≤ x ≤ π, (3)

де f(x) — сумовна 2π-перiодична функцiя, далi буде позначатися че-
рез U (ρ, x) = A (ρ; f ;x). Тодi розв’язок крайової задачi (2)–(3) згiдно
[1], [2] можна записати у виглядi

A (ρ; f ;x) =
1

2π

π∫
−π

f(x+ t)
(1− ρ2)

1− 2ρ cosϕ+ ρ2
dt, 0 ≤ ρ < 1. (4)

Величину (4) прийнято називати iнтегралом Пуассона функцiї f .
Якщо ж тепер розглянути аналогiчну крайову задачу в областi

G =

{
(x, y) :

x2

y2
+
y2

b2
< 1, 0 < b < a

}
,

то її розв’язком буде функцiя

u (α,ϕ) =
1

2π

2π∫
0

f(t)

[
1 + 2

∞∑
n=1

(
chnα

chnα0
cosnϕ cosnt+
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+
shnα

shnα0
sinnϕ sinnt

)]
dt,

де x = c chα cosϕ, y = c shα sinϕ, α ∈ [0, α0] , ϕ ∈ [0, 2π] , c > 0.

[1] Бугров Я.С. Неравенства типа Бернштейна и их применение к исследо-
ванию дифференциальных свойств решений дифференциальных уравнений
высшего порядка // Mathematica (Cluj). – 1963. – 5, № 28. – С. 5-25

[2] Бугров Я.С Дифференциальные свойства решений некоторого класса
дифференциальных уравнений высшего порядка // Матем. сб. – 1964. –
63(105), № 1. – C. 59-121
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Нехай задано скiнченний iнтервал (a, b) ⊂ R та числовi параметри
{m, r,N} ⊂ N, n ∈ N ∪ {0}, 1 ≤ p ≤ ∞. Позначимо через Wn

p =

Wn
p

(
[a, b];C

)
:=
{
y ∈ Cn−1[a, b] : y(n−1) ∈ AC[a, b], y(n) ∈ Lp[a, b]

}
комплексний простiр Соболєва.

Зафiксуємо число ε0 > 0. Розглянемо лiнiйну багатоточкову кра-
йову задачу, залежну вiд числового параметра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)y(t, ε) := y(r)(t, ε) +

r∑
j=1

Ar−j(t, ε)y
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), (1)

B(ε)y(·, ε) =

N∑
j=0

ωj(ε)∑
k=1

n+r−1∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)y(l)(tj,k(ε), ε) = q(ε), t ∈ (a, b), (2)

де при кожному фiксованому значеннi параметра ε матрицi-функцiї
Ar−j(·, ε) ∈ (Wn

p )m×m, вектор-функцiя f(·, ε) ∈ (Wn
p )m, вектори q(ε) ∈

Crm, матрицi β(l)
j,k(ε) ∈ Crm×m та лiнiйний неперервний оператор

B(ε) : (Wn+r
p )m → Crm довiльно задано; а вектор-функцiя y(·, ε) ∈

(Wn+r
p )m є невiдомою.
Пiд розв’язком крайової задачi (1), (2) розумiємо вектор-функцiю

y(·, ε) ∈ (Wn+r
p )m, яка задовольняє рiвняння (1) (при n ≥ 1 скрiзь,

а при n = 0 майже скрiзь) на (a, b), та рiвнiсть (2), яка задає rm
скалярних крайових умов. Крайова умова (2) не є класичною, тому
що мiстить похiднi y(l) цiлого порядку l, де 0 < l ≤ n+ r − 1.

Крайовiй задачi (1), (2) вiдповiдає лiнiйний оператор(
L(ε), B(ε)

)
: (Wn+r

p )m → (Wn
p )m × Crm. (3)

Згiдно з [1], (3) є обмеженим фредгольмовим оператором з iндексом
нуль.
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Вважаємо, що виконана така умова: однорiдна гранична крайо-
ва задача вигляду (1), (2) має лише тривiальний розв’язок, тобто є
невиродженою. Звiдси випливає, що при ε = 0 фредгольмовий опе-
ратор (3) є iзоморфiзмом. Тому крайова задача (1), (2) має єдиний
розв’язок y(t, 0) ∈ (Wn+r

p )m i визначена однозначно для довiльно
вибраних правих частин f(t, 0) ∈ (Wn

p )m i q(0) ∈ Crm.
Встановлено явнi достатнi умови на лiвi частини крайових задач

(1), (2), за яких

− цi задачi є однозначно розв’язнi для достатньо малих ε;

− розв’язок y = y(·, ε) багатоточкової крайової задачi (1), (2) непе-
рервний за параметром ε у просторi СоболєваWn+r

p , 1 ≤ p ≤ ∞,
тобто розв’язок y(·, ε) iснує, єдиний i задовольняє граничне спiв-
вiдношення∥∥y(·, ε)− y(·, 0)

∥∥
n+r,p

→ 0 при ε→ 0 + .

Окремо розглянуто два випадки: 1 ≤ p <∞ i p =∞ [2].
Для диференцiальних рiвнянь першого порядку (r = 1) результа-

ти доповiдi мiстяться у роботi [3]. У загальному випадку диференцi-
альних рiвнянь довiльного порядку доведення отриманих результа-
тiв ґрунтуються на критерiю неперервностi за параметром розв’язкiв
найбiльш загальних крайових задач у просторах Соболєва, наведе-
ному у роботi [4].

[1] Атласюк О. М., Михайлець В. A. Про розв’язнiсть неоднорiдних крайових
задач у просторах Соболєва // Доп. НАН України. – 2019, 11. – C. 3 – 7.

[2] Атласюк О. М. Граничнi теореми для розв’язкiв багатоточкових крайових
задач iз параметром у просторах Соболєва // Український математичний
журнал. – 2020. – 72, 8. – P. 1015 – 1023.

[3] Atlasiuk O. M. Limit theorems for solutions of multipoint boundary-value
problems in Sobolev spaces // Journal of Mathematical Sciences. – 2020. –
247, 2. – P. 238 – 247.

[4] Atlasiuk O. M., Mikhailets V. A. On Fredholm parameter-dependent boundary-
value problems in Sobolev spaces // Dopov. Nats. Acad. Nauk Ukr. – 2020, 6. –
P. 3 – 6.
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коефiцiєнтами
1Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”, Львiв, Україна

E-mail: baryarom@ukr.net. pkalenyuk@gmail.com

Уm-вимiрному паралелепiпедi G вивчаються властивостi задачi з
нелокальними умовами, якi є багатоточковими збуреннями крайових
умов Дiрiхлє-Неймана.

Зокрема, побудовано узагальнений оператор перетворення який
вiдображає розв’язки задачi iз крайовими умовами Дiрiхлє-Неймана
в розв’язки дослiджуваної багатоточкової задачi.

Побудовано систему власних функцiй V (L) оператора L багато-
точкової задачi.

Визначено умови, при яких система V (L) повна та мiнiмальна та
умови, за яких вона є базисом Рiсса у просторi L2(G).

Для випадку елiптичного рiвняння встановлено умови iснування
та єдиностi розв’язку задачi.
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E-mail: ivan.beyko@gmail.com

Багатокритерiальнаоптимiзацiяматематичних моделей причинно-
наслiдкових залежностей мiж складними взаємодiючими процеса-
ми об’єктивної реальностi в умовах неповних даних та неповних
знаньпов’язана зазвичай iз багатьма критерiями оптимальностi, до
яких належить точнiсть отриманих результатiв дослiджень та об-
сяг необхiдної для цього обчислювальної роботи при використан-
нi математичної моделi. У цьому зв’язку визначаються -адекватнi
та B -адекватнi математичнi моделi на заданих множинах допусти-
мих збурень в умовах неповних даних. Побудова -адекватних та B
-адекватних моделей основана на вiдшуканнi та уточненнi наявних
знань про об’єктивнi причинно-наслiдковi залежностi за допомогою
адекватної декомпозицiї складної системи на пiдсистеми робочих мо-
делей граф-операторної моделi. Такi пiдсистеми часто описуються
алгебраїчними, алгебраїчно-диференцiйними рiвняннями з частин-
ними похiдними та бiльш загальними функцiональними рiвняння-
ми дослiджуванихпричинно-наслiдкових залежностей. Iз використа-
нням критерiїв оцiнювання моделей за обсягом обчислювальної ро-
боти i за оцiнками точностi обчислюваних результатiв визначаються-
оптимальнi по швидкодiї, оптимальнi по точностi, K-оптимальнi та
асимптотично оптимальнi робочi моделi на множинi допустимих па-
раметрiв неповних даних, параметрiв дискретної аппроксимацiї по-
хiднихта параметрiв дискретизацiї динамiчних процесiв за часови-
ми i просторовими координатами[1-3].Розглядаютьсязадачi побудо-
ви оптимiзованих моделей iз одночасною побудовою оптимального
керування в умовах неповних знань i неповних даних про причинно-
наслiдковi залежностi у взаємодiючих пiдсистемах керованоїграф-
оператоної системи. Оптимiзацiя граф-операторних моделей за кри-
терiями мiнiмiзацiї часу, обсягу обчислень та похибок обчислюваних
результатiв здiйснюється iз використанням методiв розв’язуючих та
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асимптотично-розв’язуючих операторiв упобудовi алгоритмiв опти-
мiзованої корекцiї стратегiй керування та оптимiзованої агрегацiї
моделей пiдсистем за даними чисельних експериментiв та натурних
спостережень.Розв’язуючi оператори узагальнюють псевдо оберненi
матрицi та функцiї Грiна на випадок неповних даних. Якщо пра-
ктична побудова розв’язуючих операторiв для нелiнiйної задачi ви-
являється надто трудомiсткою, то замiсть розв’язуючих будуються
або асимптотично-розв’язуючi або мiнiмаксно розв’язуючi операто-
ри. За допомогою асимптотично-розв’язуючих операторiв другого
порядку, якi узагальнюють на випадок недиференцiйованих критерi-
їв оптимальностi вiдому в теорiї автоматичного керування функцiю
чутливостi, та асимптотичних апроксимацiї вищих порядкiв будую-
ться прискоренi алгоритми для оптимiзацiї складних керованих си-
стем. Їх використання дозволяє суттєво спрощувати алгоритми для
розв’язування комплексних задач паралельної оптимiзацiї моделей
i стратегiй керування iз оптимальним використанням в реальному
часi поточних даних спостережень.

[1] Бахвалов Н.С., Воеводин В.В. Современные проблемы вычислительной ма-
тематики и математического моделирования. – Москва: Наука, 2005. –
343 с.

[2] Бейко I.В., Зiнько П.М., Наконечний О.Г. Задачi, методи i алгоритми
оптимiзацiї. – Київ: ВПЦ “Київський унiверситет”, 2012. – 799 с.

[3] Бейко I.В. Унiфiкована теорiя оптимального моделювання (англiйською
мовою), Proc. 15thIMACS, WorldCongress (IMACS’97), Berlin, 25-29.08.97.
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Глобальна комп’ютеризацiя i математизацiя сучасної науки спри-
яластворенню потужногоматематично-комп’ютерного iнструментарiю
як для побудови адекватних математичних моделей причинно-нас-
лiдкових залежностей мiж складними взаємодiючими керованими
пiдсистемами так i у напрямку удосконалення математичних мето-
дiвдослiдження великих систем, якими описуються цi моделi iз пiд-
системами алгебраїчних, диференцiальних, алгебро-iнтегро-диферен-
цiальних iз звичайними i частинними похiднимита функцiональних
рiвнянь (що описують також i додатковi умови замiсть, зазвичай,
невiдомих початковихi крайових умов). Алгебраїчними рiвняннями
описуються зазвичай матричнi причинно-наслiдковi залежностi у ев-
клiдових просторах, якi зазвичай мають надвеликi розмiрностi на-
вiть для сучасної надпотужної обчислювальної технiки iбуваютьне-
сумiсними у зв’язку з наявнiстю неповних даних - параметрiв систе-
ми, значення яких заданi iз або з геометричною або з ймовiрнiсною
неповнотою даних. Диференцiальнi рiвняння та рiвняння з частин-
ними похiдними, якi описують причинно-наслiдковi властивостi шу-
каних розв’язкiв у просторах диференцiйованих функцiй одної та
багатьох змiнних, також включають зазвичай функцiональнi пара-
метри (функцiональнi збурення)з геометричною та з ймовiрнiсною
неповнотою даних (геометрична неповнота даних описується зада-
ними множинами, яким належать невiдомi значення параметрiв, а
ймовiрнiсна неповнота даних характеризується тим, що значення цих
параметрiв є випадковими величинами або iз заданими функцiями
розподiлу, або iз заданими множинами, яким належать цi функцiї

91



розподiлу). Бiльш складними функцiональними залежностями опи-
суються зазвичай складншi додатковi обмеження, якi узагальнюють
класичнi початковi та крайовi умови (наприклад, замiсть невiдомих
початкових та крайових умов задаються значення функцiоналiв вiд
невiдомого розв’язку i в умовах неповних даних це може призводи-
ти до несумiсних систем. У процесi розв’язання проблем несумiсностi
формулюються поняття узагальнених розв’язкiв як мiнiмiзаторiвви-
браних функцiоналiв нев’язки.Будуються практично ефективнi ал-
горитми дляобчислення узагальнених розв’язкiв iз використанням
квадратичних або мiнiмакснихфункцiоналiв нев’язки. Вибiр квадра-
тичних функцiоналiв iз наявними градiєнтами та гессiанами забез-
печує можливостi побудови iтерацiйних градiєнтних алгоритмiв та
прискорених алгоритмiвдругого порядку збiжностi. У випадку мiнi-
макснихфункцiоналiв нев’язки узагальненi розв’язки обчислюються
за допомогою розв’язання задач мiнiмаксної оптимiзацiї iз викори-
станням узагальнених квазiградiєнтiв або опорних градiєнтiв та по-
будованих на їх основi чисельних алгоритмiв мiнiмаксної оптимiзацiї
[1,2]. Побудова вiдповiднихалгоритмiв для задач великої розмiрностi
iз частинними похiдними високих порядкiв здiйснюється за допо-
могою iтерацiйних методiв оптимiзацiї iз паралельним уточненням
дискретнихапроксимацiй частинних похiдних вихiдної системи, а та-
кож за допомогою побудовиглобально конструктивних апроксимацiй
всiєї системи, якi основанi на зведеннi вихiдної системи до оптимi-
зацiйних задачiз суттєво спрощеними агрегованими системами, якi
розв’язуються за iтерацiйними алгоритмами прискореної збiжностi.

[1] Бейко I.В., Зiнько П.М., Наконечний О.Г. Задачi, методи i алгоритми
оптимiзацiї. – Київ: ВПЦ “Київський унiверситет”, 2012. – 799 с.

[2] Бейко I.В. Унiфiкована методологiя розв’язуючих операторiв як новiтня
iнформацiйна технологiя для вiдшукання нових знань i прийняття опти-
мальних рiшень (англiйською мовою) // Proc. “The Information Technology
Contribution to the Building of a Safe Regional Environment”.– Kiev: AFCEA,
1998. – С. 44–50
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У 1975 р. Г.I. Марчук запропонував математичну модель iмун-
ної вiдповiдi при iнфекцiйному захворюваннi [1]. Надалi ця модель
узагальнена у рiзних напрямках [2, 3] та iн., й адаптована до конкре-
тних захворювань, таких як вiруснi гепатити В та С, бактерiальна
пневмонiя та iн.

Основними факторами в моделi Г.I. Марчука є концентрацiя ан-
тигенiв V (t), плазмоклiтин C(t) й антитiл F (t), а також мiри ураже-
ння органу-мiшенi m(t), 0 ≤ m(t) ≤ 1, якi змiнюються з часом.

У данiй роботi для моделi Г.I. Марчука запропоновано загаль-
нiший вигляд рiвняння для динамiки антигенiв, а також враховано
вплив екологiчного фактору. Якщо забруднення довкiлля перевищує
деяке допустиме значення, то це може негативно впливати на процес
утворення плазмоклiтин i прискорювати ураження органу-мiшенi.

Нехай E(t) - усереднений показник забруднення довкiлля,

E(t) = α1E1(t) + α2E2(t) + · · ·+ αnEn(t),

де αi ≥ 0, α1 + · · ·+αn = 1, Ei(t) - оцiнка забруднення i-м фактором.
Припустимо, що ∆ > 0 - середнiй час вiдновлення екологiчної рiв-
новаги i фактор E(t) описується рiвнянням Хатчiнсона. У пiдсумку
модель набуває вигляду

dV

dt
= β

(
1− δ

(
V

K

)n )
V − γFV,

dC

dt
= ξ(m)αFτVτ − µc(C − C∗)− µ1(E − E∗),
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dF

dt
= ρC − ηγFV − µfF,

dm

dt
= σV − µmm+ µ2(E − E∗),

dE

dt
= r
(

1− E(t−∆)

E∗

)
E(t),

де t ≥ 0, Fτ (t) = F (t − τ), Vτ (t) = V (t − τ) параметри моделi –
невiд’ємнi числа, τ – час, на протязi якого формується каскад пла-
змоклiтин.

Один iз стацiонарних розв’язкiв, який вiдповiдає стану здорового
органiзму i нормативному показнику забруднення E∗ такий

V1 = m1 = 0, C1 = C∗, F1 = ρC∗/µf .

Для малих збурень початкових умов стацiонарний розв’язок асим-
птотично стiйкий при виконаннi умов

β < γρC∗/µf , 2r∆ < π.

Для випадку хронiчного захворювання детально розглянуто ви-
падок n = 1 i ξ(m) = 1. Для випадку β ≥ γρC∗/µf i сильної iмунної
вiдповiдi, коли αρ > µcηγ, iснує два стацiонарних розв’язки. Один iз
них є стiйким при виконаннi певних умов на коефiцiєнти моделi.

У випадку iмунодефiциту, коли αρ < µcηγ, може iснувати один
або два стацiонарних розв’язки, зокрема залежно вiд E∗, якi є не-
стiйкими

[1] Marchuk G.I. Mathematical Modelling of Immune Response in Infectious Di-
seases. – Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 1997. – 347 p.

[2] Forys U. Marchuk’s model of immune system dynamics with application to
tumour growth // Journal Theor. Med. – 2002. – 4, No 1. – P. 85-93.

[3] Романюха А.А. Математические модели в иммунологии и эпидемиологии
инфекционных заболеваний. – М. БИНОМ, 2012. – 295 с.
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Звичайнi диференцiальнi рiвняння з iнтегральними умовами до-
слiджувалися у багатьох працях [1, 2]. Такi умови виникають у за-
дачах хiмiчної технологiї, динамiки популяцiй та iн.

Багаточастотнi системи, якi описуються диференцiальними рiв-
няннями iз лiнiйно перетвореними аргументами й iнтегральними умо-
вами, методом усереднення дослiджувалися в [3, 4]. У данiй працi
метод усереднення за швидкими змiнними [5] застосований для до-
слiдження iснування та єдиностi розв’язку i побудови оцiнки похиб-
ки методу усереднення для нелiнiйного гiперболiчного рiвняння пiд
дiєю багаточастотних збурень. Розглянуто задачу

∂2u

∂τ2
= c2

∂2u

∂x2
+ f(τ, x, u∆, aΛ, ϕΘ, ε), (1)

da

dτ
= X(τ, aΛ, ϕΘ),

dϕ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y (τ, aΛ, ϕΘ), (2)

де 0 ≤ τ ≤ L, a ∈ D ⊂ Rn, ϕ ∈ Tm, Λ = (λ1, . . . , λp), Θ = (θ1, . . . , θq),
λi, θj ∈ (0, 1), aλi(τ) = a(λiτ), ϕθj (τ) = ϕ(θjτ), малий параметр ε ∈
(0, ε0],

Для системи рiвнянь (1), (3) задано умови:

u(x, 0) = v(x),
∂u(x, 0)

∂τ
= w(x), x ∈ R. (3)

l∑
ν=1

ανa(τν) = d1, 0 ≤ τ1 < τ1 < . . . τl ≤ L, (4)
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t1∫
0

[ s∑
ν=1

bν(τ)ϕ(θντ) + g1(τ, aΛ(τ), ϕΘ(τ))
]
dτ+

+

L∫
t2

[ s∑
ν=1

cν(τ)ϕ(θντ) + g2(τ, aΛ(τ), ϕΘ(τ))
]
dτ = d2.

(5)

У роботi одержано оцiнку вигляду

‖Ik(τ, ε)‖ ≤ σεα, α = (ms)−1, σ = const > 0, k 6= 0

для вiдповiдного системi (3) осциляцiйного iнтеграла [5].
Доведено iснування єдиного розв’язку незбуреного (f = 0) рiвня-

ння (1) iз початковими умовами (3) i обгрунтовано метод усередне-
ння для задачi (1)-(4).

Теорема 1. Нехай:
1) вектор-функцiї X,Y,∈ C2,ms+1

(τ,aΛ),ϕΘ
й обмеженi разом iз похiдними

в областi G = [0, τ ]× Drn × Rsm;
2) ων ∈ Cms−1[0, L], ν = 1,m;
3) визначник Вронського, побудований за системою функцiй {ω(Θ1τ),

. . . , ωm(Θsτ)}, вiдмiнний вiд нуля для τ ∈ [0, L];
4) iснує єдиний розв’язок ā = ā(τ, ȳ), τ ∈ [0, L], ȳ(0, ȳ) = ȳ, усере-

дненого рiвняння для повiльних змiнних.
Тодi iснує єдиний розв’язок задачi (1)-(4) i для досить малого ε0 > 0
i всiх τ ∈ [0, L], x ∈ R виконується оцiнка

‖a(τ, ε)− ā(τ)‖+ ‖ϕ(τ, ε)− ϕ̄(τ, ε)‖+ ‖u(τ, x, ε)− ū(τ, x)| ≤ cεα.

[1] Benchohra M., Henderson J., Luka R., Ouahab A. Boundary Value Problems
for Systems of Diferential, Diference and Fractional Equation. – Dordrecht-
Boston-London, Kluwer, 2016. – 307 p.

[2] Jankowski T. Diferential equations with integral boundary conditions // Journal
Comput. Appl. Math. – 2002. – 147. – P. 1-8.

[3] Бiгун Я.Й., Краснокутська I.В., Петришин Р.I. Усереднення в багаточа-
стотних системах iз лiнiйно перетвореними аргументами i точковими
та iнтегральними умовами // Буковинський матем. журнал. – 2016. 4, №
3–4. – C. 30–35.

[4] Бiгун Я.Й., Скутар I.Д. Усереднення в однiй багаточастотнiй системi зi
звичайними та частинними похiдними i з лiнiйно перетвореними аргу-
ментами // Вiсник Чернiвецького нац. ун-ту. Математика. – 2012. – 2, №
2–3. – C. 19–21.

[5] Samoilenko A.M., Petryshyn R.I. Multifrequency Oscillations of Nonlinear
Systems. – Kluwer, Dordrecht—Boston—London, Netherlands, 2004. – 475 p.
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Динамiчне поле напружень в симетричному двошаровому просто-
рi, породжене нестацiонарним температурним полем, опишуть вiд-
мiннi вiд тотожнього нуля центральнi компоненти тензора напру-
жень

σ11,j(r, t) = G0j

(∂uj
∂r

+
(2αj + 1)µj

1− µj
uj
r
−m0jTj(t, r)

)
;

σ22,j(r, t) = G0j

[ µj
1− µj

∂uj
∂r

+
(

1 +
2αjµj
1− µj

)uj
r
−m0jTj(t, r)

]
; (1)

σ33,j(r, t) = G0j

[ µj
1− µj

∂uj
∂r

+
(

2αj+
µj

1− µj

)uj
r
−m0jTj(t, r)

]
; j = 1, 2.

При цьому радiальнi компоненти uj(r, t) вектора перемiщення по-
виннi бути обмеженим на множинi I+

1 = {r : r ∈ (0, R1) ∪ (R1,+∞)}
розв’язком сепаратної системи диференцiальних гiперболiчних рiв-
нянь другого порядку [1]:

1

c2j

∂2uj
∂t2

(
∂2uj
∂r2

+
2αj + 1

r

∂uj
∂r
− 2αj + 1

r2
uj(r)

)
= m0j

dTj(r)

dr
; j = 1, 2

(2)
за вiдповiдними початковими умовами та умовами iдеального меха-
нiчного контакту{

[u1(r, t)− u2(r, t)]|r=R1 = 0,
[σ11,1(r, t)− σ11,2(r, t)]|r=R1

= 0,
(3)

Розв’язок задачi (1) – (3) побудований методом гiбридного iнте-
грального перетворення типу Фур’є-Бесселя на кусково-однорiднiй
осi. Проведено аналiз розв’язку для випадку двошарового осесиме-
тричного простору.

[1] Степанов В.В. Курс диференциальных уравнений. – М.: Физматгиз, 1959. –
468с.
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Розглядається вироджена нелiнiйна система диференцiальних рiв-
нянь з iмпульсною дiєю

J
dx

dt
= A(t)x(t) + f(t, x), t 6= τi, x, f ∈ Rn, t, τi ∈ [a, b], (1)

∆x|t=τi =Bix(τi)+bi, (2)

яка задовольняє крайовi умови

A1x(0) +A2x(T ) = d, d ∈ Rn−1, (3)

де J – n-вимiрна клiтка Жордана, яка вiдповiдає нульовому власно-
му значенню, A(t) – (n×n)-вимiрна матриця з неперервними на [0, T ]
коефiцiєнтами, f(t, x) – n- вимiрна вектор-функцiя, f(t, x) ∈ C[a; b];
A1, A2 – ((n − 1) × n)- вимiрнi сталi матрицi, d – (n − 1)- вимiрний
сталий вектор, a ≤ τ1 < τ2 < · · · < τp ≤ b.

Для нелiнiйної крайової задачi (1)-(3) у припущеннi, що fn(t, x) =

fn(t, x2, . . . , xn), an1(t) 6= 0 ∀t ∈ [a; b], det(E + B̂i) 6= 0 ∀i = 1, p,
де B̂i – верхнi правi мiнори порядку n − 1 матриць Bi, обґрун-
товується можливiсть застосування чисельно-аналiтичного методу
послiдовних наближень для дослiдження iснування та наближеної
побудови розв’язкiв у критичному випадку, тобто коли вiдповiдна
лiнiйна однорiдна триточкова крайова задача має k лiнiйно неза-
лежних розв’язкiв. Крiм того, встановлено конструктивнi достатнi
умови iснування розв’язкiв, одержано оцiнки збiжностi послiдовних
наближень.

[1] Бойчук А. А., Журавлев В. Ф., Самойленко А. М. Обобщенно-обратные
операторы и нетеровы краевые задачи.– Киев: Ин-т математики НАН
Украины, 1995, 318 с.
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Розглядається слабкозбурена крайова задача для слабкосингу-
лярного iнтегрального рiвняння

x(t) = f(t) +

b∫
a

H(t, s)

|t− s|γ
x(s)ds+ ε

b∫
a

H(t, s)

|t− s|β
x(s)ds, (1)

lx(·) = α+ εJx(·), (2)

за припущення, що породжуюча задача, тобто задача

x(t) = f(t) +

b∫
a

H(t, s)

|t− s|γ
x(s)ds,

lx(·) = α

не має розв’язку.
Тут H(t, s), H(t, s) — обмеженi в областi [a, b] × [a, b] функцiї,

0 < γ < 1, 0 < β < 1, f ∈ L2[a, b], l = col
(
l1, l2, . . . , lp

)
:

L2[a, b] → Rp i J = col
(
J1, J2, . . . , Jp

)
: L2[a, b] → Rp — обме-

женi лiнiйнi векторнi функцiонали, lν , Jν : L2[a, b] → R, ν = 1, p,
α = col

(
α1, α2, . . . , αp

)
∈ Rp, ε << 1 — малий параметр.

Використовуючи методи теорiї слабкозбурених операторних кра-
йових задач з нетеровою лiнiйною частиною [1], [2], знайдено умо-
ви бiфуркацiї розв’язкiв крайової задачi (1), (2). Побудовано сiм’ю
розв’язкiв задачi (1), (2) у виглядi сингулярного в точцi ε = 0 ряду,
який збiгається при достатньо малих фiксованих ε ∈ (0, ε∗].

[1] Boichuk A. A., Samoilenko A. M. Generalized inverse operators and Fredholm
boundary-value problems. – Utrecht, Boston: VSP, 2004. – 317 p.; 2nd edition,
Berlin: De Gruyter, 2016. – 314 p.

[2] Вишик М. И., Люстерник Л. А. Решение некоторых задач о возмущениях
в случае матриц и самосопряженных и несамосопряженных дифференци-
альных уравнений // УМН. – 1960. – 15, вып. 3. – C. 3–80.
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Розглянемо крайову задачу для систем iнтегро-диференцiальних
рiвнянь з виродженим ядром

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds = f(t), (1)

`x(·) = α. (2)

Будемо використовувати припущення i позначення з [1], де:
A(t), B(t), Φ(t) — (m × n), (m × n), (n × m)-вимiрнi матрицi, ком-
поненти яких належать простору L2[a, b]; вектор-стовпцi матрицi
Φ(t) — лiнiйно-незалежнi на [a, b], f(t) — n-вимiрна вектор-функцiя
з L2[a, b]; ` = col(`1, `2, ..., `q) — лiнiйний обмежаний q-вимiрний ве-
кторний функцiонал, α = col(α1, α2, ..., αq) ∈ Rq.

Розв’язок x(t) крайової задачi (1)–(2) шукаємо у наступному класi
вектор-функцiй x(t) ∈ D2([a, b], ẋ(t) ∈ L2[a, b], t ∈ [a, b].

Дотримуючись ранiше введеної класифiкацiї крайових задач, вве-
демо наступне означення.

Означення. Крайовi задачi (1), (2), для яких вiдповiднi їм лiнiй-
нi однорiднi крайовi задачi

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds = 0, (3)

`x(·) = 0 (4)

не мають (мають) нетривiальнi розв’язки, називаються некри-
тичними (критичними).

Таким чином, випадки крайових задач, для яких виконується
одна iз умов rankQ = q або rankQ < q є, вiдповiдно, некритичним
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або критичним [1], де Q — q× r1-вимiрна матриця [2], отримана пiд-
становкою у крайову умову нормальної фундаментальної матрицi
X(t) = X(t, a), X(a) = E системи Q = `X(·).

Коли розглядаємо некритичний випадок, тобто rankQ = n2 = q,
то rankPQ = q − rankQ = 0, отже PQ = 0, а це доводить справедли-
вiсть наступного твердження.

Теорема. (Некритичний випадок) Якщо rankQ = n2 = q, то
однорiдна крайова задача (3), (4) має лише тривiальний розв’язок.

Неоднорiдна iмпульсна крайова задача (1), (2) розв’язна тодi i
тiльки тодi, коли f(t) ∈ L2[a, b], α ∈ Rq задовольняють умову

PD∗d1
b̃ = 0, PQ∗d

{
α− `F (·)

}
= 0, (5)

d1 = m− rankD, d = q −m+ n− rankD

i при цьому має єдиний розв’язок

x(t) = Ψ0(t)PDr1Q
+
(
α− `F (·)

)
+ F (t), (6)

r1 = m+ n− rankD,

визначених у класi вектор-функцiй x(t) ∈ D2([a, b]), ẋ(t) ∈ L2[a, b], t ∈
[a, b].

Таким чином, розглянуто крайову задачу для системи iнтегро-
диференцiальних рiвнянь з виродженим ядром та встановлено умову
iснування єдиного розв’язку.

[1] Boichuk A.A., Samoilenko A.M. Generalized inverse operators and Fredholm
boundary value problems. – Utrecht, Boston: VSP, 2004. – 317 p.; 2nd edition,
Walter de Gruyter GmbH & Co KG, 2016. — 314 p.

[2] Бойчук О.А., Головацька I.А. Крайовi задачi для систем iнтегро-
диференцiальних рiвнянь // Нелiнiйнi коливання. – 2013. – 16, 4. – C. 460-
474.
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Розглядається нелiнiйна iнтегральна крайова задача

du(t)

dt
= f

(
t, u(t),

du(t)

dt

)
, t ∈ [a, b], (1)

b∫
a

g(s, u(s))ds = d. (2)

де функцiї f : [a, b]×D×D′ → Rn, i g : [a, b]×D→Rn задовольняють
умову Лiпшиця, d− заданий n− вимiрний вектор. Областi Da i Db

опуклi пiдмножини Rn, де шукаємо значення x(a) i x(b) розв’язку
даної крайової задачi, вiдповiдно.

Задача полягає у знаходженнi розв’язку системи диференцiаль-
них рiвнянь (1), який задовольняє iнтегральнi крайовi умови (2) у
класi неперервних функцiй x : [a, b] → D з початковим значенням
x(a) ∈ Da. Область D буде визначатися за допомогою лiнiйної комбi-
нацiї пiдмножин Da i Db. Обгрунтовано зведення вихiдної iнтеграль-
ної крайової задачi до двоточкової за допомогою належної параме-
тризацiї крайових умов. Крайова задача (1), (2) пов’язується зi спецi-
альною параметризрваною послiдовностю функцiя xm(t, z, η)∞m=0, що
задовольняє крайовим умовам x(a) = z, x(b) = η для всiх z, η ∈ Rn.
Доводиться рiвномiрна збiжнiсть послiдовностi функцiї, згадана ви-
ще, до певної граничної функцiї x∞ (t, z, η) = lim

m→∞
xm(t, z, η). Вста-

новлено зв’язок граничної функцiї з розв’язком вихiдної крайової
задачi.

[1] Ronto A., Ronto M. and Varha Y. A new approach to non-local boundary
value problems for ordinary differential systems // Applied Mathematics and
Computation. – 2015. – 250. – C. 689–700.
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[2] 8) Ronto A., Ronto M. and Varha Y. On non-linear boundary value problems
and parametrization at multiple nodes // Electronic Journal of Qualitative
Theory of Differential Equations. – 2017. – 80. – C. 1 - 18.

[3] Varga I. On investigation of some non-linear integral boundary value problem
// Miskolc Mathematical Notes. – 2018. – 19, 2. – C. 1221 - 1229.
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Розглянемо рiвняння

∂u(t, x)

dt
= (−1)b−1

(
∂2

∂x2
+

2ν + 1

x

∂

∂x

)b
u(t, x),

(t, x) ∈ (0, T ]× R+ ≡ Ω, (1)

де b ∈ N, ν > −1/2 – фiксованi параметри. Для рiвняння (1) поста-
вимо нелокальну багатоточкову за часом задачу: знайти розв’язок
u(t, x), (t, x) ∈ Ω рiвняння (1), який задовольняє умову

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = f, f ∈ (
◦
S
β
α)′, (2)

де
◦
Sβα, α, β > 0, – простiр, який складається з парних на R функцiй

простору Sβα (про простори Sβα див. в [1]), границя розглядається в
просторi (

◦
Sβα)′, топологiчно спряженому з простором

◦
Sβα (конкретнi

значення параметрiв α, β > 0, вкажемо пiзнiше), {µ, µ1, ..., µm} ⊂
(0,+∞), {t1, ..., tm} ⊂ (0, T ], m ∈ N, – фiксованi параметри, при-

чому µ >
m∑
k=1

µk, 0 < t1 < t2 < . . . < tm ≤ T . Iз результатiв,

наведених в [2] випливає, що задача (1), (2) коректно розв’язна,
розв’язок дається формулою u(t, x) = G(t, x) ∗ f := 〈fξ, T ξxG(t, x)〉 ≡
〈fξ, T xξ G(t, ξ)〉, (t, x) ∈ Ω, де T ξx – оператор узагальненого зсуву, який
вiдповiдає оператору Бесселя [2],

T ξxϕ(x) = bν

π∫
0

ϕ(
√
x2 + ξ2 − 2xξ cosω) sin2ν ωdω,

bν =
Γ(ν + 1)

Γ(1/2)Γ(ν + 1/2)
,
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G(t, ξ) = F−1
Bν

[Q(t, σ)](ξ),Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ), Q1(t, σ) = exp{−tσ2b},

Q2(σ) = (µ−
m∑
k=1

µk exp{−tkσ2b})−1 (тут F−1
Bν

– обернене перетворення

Бесселя), при цьому {u(t, ·), G(t, ·)} ⊂
◦
S

1/p
1−1/p, p = 2b, при кожному

t ∈ (0, T ]. Отже, в умовi (2) α = 1− 1/p, β = 1/p.
Наприклад, якщо розглядати двоточкову задачу (m = 1, µ > µ1,

t1 = T ) для рiвняння (1) з параметром b = 1 та f = δ (δ – дельта-
функцiя Дiрака), то розв’язок дається формулою

u(t, x) = δ ∗G(t, x) = G(t, x) = 2−(2ν+1)µ−1Γ−1(ν + 1)[t−(ν+1)×

× exp{−x
2

4t
}+

∞∑
r=1

(
µ1

µ
)r

1

(t+ rT )ν+1
exp{− x2

4(t+ rT )
}].

Тодi

u(t, 0) = 2−(2ν+1)µ−1Γ−1(ν + 1)[t−(ν+1) +

∞∑
r=1

(
µ1

µ
)r

1

(t+ rT )ν+1
].

Звiдси дiстаємо, що u(t, 0)→ +∞ при t→ +0, тобто розв’язок u(t, x)
задачi (1), (2) при деяких значеннях x при t → +0 може бути не-
обмеженою функцiєю. Тому постає задача: видiлити клас X ′ уза-
гальнених функцiй та множину M ⊂ R змiни аргумента x такi, що
sup
t∈[0,T ]

|u(t, x)| ≤ c, c = c(N) > 0. Основний результат мiстить насту-

пне твердження.
Теорема 1. Нехай u(t, x), (t, x) ∈ Ω – розв’язок задачi (1), (2)

з функцiєю f в умовi (2), яка є елементом простору (
◦
S
β
1−1/p)

′ ⊂
(S

1/p
1−1/p)

′, β > 1, suppf (носiй f ) – обмежена множина в R, [c, d] ∩
suppf = ∅. Тодi ∃α > 0 : sup

t∈[0,T ]

|u(t, x)| ≤ α, α = α(c, d) > 0, x ∈ [c, d].

Наприклад, у випадку розглянутої двоточкової задачi supp δ = {0} i
для всiх x ∈ [c, d] ⊂ (0,+∞) справджується нерiвнiсть: sup

t∈[0,T ]

|u(t, x)| ≤

α, де α = 2−(2ν+1)µ−1Γ−1(ν + 1)(( 4(ν+1)
c2 )ν+1 + µ1

T ν+1(µ−µ1) ).

[1] Гельфанд И.М., Шилов Г.Е. Пространства основных и обобщенных фун-
кций. – М.: Физматгиз, 1958. – 307 с.

[2] Городецький В.В., Вережак Г.П. Нелокальна за часом задача для ево-
люцiйних сингулярних рiвнянь нескiнченного порядку // Доп. НАН України. –
2018. – №8. – С. 3-11.
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У просторi L2[a, b] розглядається iнтегро-функцiональне рiвняння вигляду

y(x) = f(x) + p(x)y(h(x)) +

∫ b

a
K(x, t)y(t)dt, x ∈ [a, b] (1)

з умовою
y(x) = 0, x /∈ [a, b] (2)

та додатковими умовами (обмеженнями)∫ b

a
Φi(t)y(t)dt = αi, i = 1,m, (3)

де f : [a, b] ⇒ R, K : [a, b]2 ⇒ R – заданi, a y : [a, b] ⇒ R – шукана функцiя,
Φi : [a, b]⇒ R i αi ∈ R, i = 1,m – вiдомi система лiнiйно-незалежних функцiй та
множина дiйсних чисел вiдповiдно.

Щодо функцiй p(x), h(x) та K(x, t) вважаємо, що вони вiдповiдно на промiж-
ку [a, b] та в квадратi [a, b]2 задовольняють певним умовам [1].

Iдея колокацiйно-iтеративного методу [2] стосовно задачi (1)-(3), у випадку
її сумiсностi, полягає в тому, що послiдовнi наближення до шуканого розв’язку
знаходимо на пiдставi формул

yk(x) = uk(x) + zk(x),

uk(x) =
m∑
j=1

λkj ξi(x), x ∈ [a, b], uk(x) = 0, x /∈ [a, b],

∫ b

a
Φi(x)y(x)dx = αi, i = 1,m,

zk(x) = f(x) + p(x)zk(x)(h(x)) +

∫ b

a
K(x, t)(yk−1(t) + wk(t))dt,

wk(x) =

n∑
s=1

aksϕs(x),

wk(xi) = zk(xi)− zk−1(xi) = 0.

xi ∈ [a, b], i = 1, n – вузли колокацiї.
У проведених дослiдженнях отримано умови сумiсностi задачi, умови збi-

жностi методу та оцiнки похибок наближень.
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Нехай A – генератор обмеженої аналiтичної C0-пiвгрупи {etA}t≥0 лiнiйних
операторiв у банаховому просторi B з нормою ‖ · ‖. Розглянемо абстрактнi пара-
болiчне та обернено параболiчне рiвняння

y′(t)−Ay(t) = 0 та y′(t) +Ay(t) = 0 (t ∈ (−∞,∞)). (1)

У випадку, коли B – один iз просторiв Lp(Rn)(1 ≤ p <∞), C0(Rn) або BUC(Rn),
а

Au(x) = ∆u(x), x ∈ Rn; D(A) = {u ∈ B : ∆u ∈ B}
(∆ розумiється в сенсi розподiлiв), оператор A генерує обмежену аналiтичну C0-
пiвгрупу в B з кутом аналiтичностi θ = π

2
(див. [1]), i першим в (1) є класичне

рiвняння теплопровiдностi.
Для оператора A i числа β ≥ 0 покладемо

G{β}(A) =
⋃
α>0

Gαβ (A), G(β)(A) =
⋂
α>0

Gαβ (A), C∞(A) =
⋂
n∈N0

D(An),

Gαβ (A) = {x ∈ C∞(A)
∣∣∃c = c(x) > 0,∀k ∈ N0 : ‖Akx‖ ≤ cαkkkβ}.

Простiр Gαβ (A) – банахiв з нормою ‖x‖Gα
β

(A) = sup
k∈N0

‖Akx‖
αkkkβ

. В G{β}(A)

(G(β)(A)) вводиться топологiя iндуктивної (проєктивної) границi Gαβ (A). G{1}(A)

та G(1)(A) - простори аналiтичних та цiлих векторiв A.
Як показано в [2], для довiльного x ∈ G{β}(A) (x ∈ G(β)(A)) вектор-функцiя

exp(zA)x =
∞∑
k=0

zkAkx
k!

є цiлою в G{β}(A) з β < 1 (в G(β)(A) з β ≤ 1), а сукупнiсть

{exp(zA)}z∈C утворює C0-групу у цих просторах. Для C0-пiвгрупи {etA}t≥0 в B

маємо: ∀x ∈ G(1)(A), ∀t ≥ 0 : exp(tA)x = etAx. Якщо ж {etA}t≥0 обмежена ана-
лiтична, то ця рiвнiсть виконується для всiх t ∈ R1 (при t < 0, etA := (e−tA)−1).

Пiд розв’язком рiвняння з (1) розумiтимемо неперервно диференцiйовну фун-
кцiю y(t) : (−∞,∞) 7→ D(A), що його задовольняє.

Теорема 1. Нехай A – генератор обмеженої аналiтичної пiвгрупи {etA}t≥0

в B. Вектор-функцiя y(t) : (−∞,∞) 7→ D(A) є розв’язком рiвняння з (1) тодi i
тiльки тодi, коли її можна подати у виглядi

y(t) = exp(tA)g або y(t) = exp(−tA)g), g ∈ G(1)(A), t ∈ (−∞,∞),

вiдповiдно. Отже, будь-який розв’язок y(t) рiвняння з (1) допускає продовження
до цiлої вектор-функцiї у просторi G(1)(A).
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Нехай A(B) - множина усiх цiлих B-значних функцiй. Функцiя y ∈ A(B) має
скiнченний порядок росту, якщо ∃γ ≥ 0 : ‖y(z)‖ ≤ e|z|

γ
для достатньо великих

|z|. Iнфiмум ρ(y) таких γ - це порядок y(z).
Для довiльного фiксованого δ > 0 степiнь y ∈ A(B) вiдносно δ визначається

як σ(y, δ) = lim
r→∞

(ln max
|z|=r

‖y(z)‖)r−δ. Якщо y має скiнченний порядок ρ = ρ(y) i

δ < ρ, то σ(y, δ) =∞, але σ(y, δ) = 0 для δ > ρ. Число σ(y) = σ(y, ρ) називається
типом y(z). Зазвичай y ∈ A(B) скiнченного порядку називають вектор-функцiєю
експоненцiального типу, якщо ρ(y) ≤ 1 i σ(y, 1) <∞.

Позначимо через Aρ(B)(ρ > 0) множину всiх y ∈ A(B), порядок яких не
перевищує ρ, i скiнченного степеня вiдносно ρ. Покладемо

Aρα(B) = {y ∈ Aρ(B)
∣∣∃c = c(y) > 0,∀z ∈ C : ‖y(z)‖ ≤ ceα|z|

ρ
}.

Множина Aρα(B) є банаховим простором з нормою ‖y‖Aρα(B) =

= sup
r≥0

e−αr
ρ

max
|z|=r

‖y(z)‖. У просторi Aρ(B) =
⋃
α>0

Aρα(B) введемо топологiю iнду-

ктивної границi просторiв Aρα(B). Очевидно, що A1(B) є не що iнше, як простiр
B-значних функцiй експоненцiального типу.

Теорема 2. Для того, щоб розв’язок y(z) рiвняння з (1) належав до Aρ(B),
необхiдно i достатньо, щоб y(0) ∈ G{β}(A),де β = ρ−1

ρ
. За такої умови y(z) ∈

G{β}(A), ∀z ∈ C. Якщо ρ > π
2θ

, то множина розв’язкiв y ∈ Aρ(B) вiдповiдного
рiвняння є щiльною у множинi усiх його розв’язкiв.

[1] Arendt W., Batty C.J.K., Hieber M., and Neubrander F. Vector-Valued Laplace
Transforms and Cauchy Problems. – Basel-Boston-Berlin: Birkhauser Verlag,
1999. – 437 p.

[2] Gorbachuk V.M. On solutions of parabolic and elliptic type differential equations
on (−∞,∞) in a Banach space // Methods Funct. Anal. Topology. – 2008. –
14, 2. – P. 177-183.
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Дослiджується еволюцiйне рiвняння з оператором диференцiювання дробо-
вого порядку вигляду

∂u(t, x)/∂x+ (I −D2
x)ω/2u(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× R ≡ Ω, (1)

де ω ∈ [1, 2) – фiксований параметр. Використовуючи основну спектральну те-
орему для самоспряженого в гiльбертовому просторi L2(R) оператора id/dx, а
також вигляд спектральної функцiї Eλ, λ ∈ R, такого оператора (див. [?]):

(Eλϕ)(x) =
1

2π

λ∫
−∞

{ +∞∫
−∞

ϕ(τ)eiστdτ
}
e−iσxdσ,

встановлюємо, що (I − D2
x)ω/2ϕ = F−1[a(σ)F [ϕ]], ∀ϕ ∈ S1/ω

β , де F , F−1 – пря-
ме та обернене перетворення Фур’є, a(σ) = (1 + σ2)ω/2, σ ∈ R, тобто оператор
(I − D2

x)ω/2 спiвпадає з псевдодиференцiальним оператором на просторi S1/ω
β

(β ≥ 1 – фiксований параметр), побудованим за функцiєю-символом a(σ), яка є
мультиплiкатором у просторi Sβ

1/ω
(про простори Sβ

1/ω
див. [?]). Пiд розв’язком

рiвняння (1) розумiємо функцiю u(t, x), (t, x) ∈ Ω, яка: 1) неперервно диферен-
цiйовна по t при кожному x ∈ R; 2) u(t, ·) ∈ S

1/ω
β при кожному t ∈ (0,∞);

3) u(t, x), (t, x) ∈ Ω, задовольняє рiвняння (1). Для рiвняння (1) поставимо не-
локальну багатоточкову за часом задачу: знайти розв’язок u(t, x) рiвняння (1),
який задовольняє умову

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µkBku(tk, ·) = f, f ∈ (S
1/ω
β )′, (2)

де граничне спiввiдношення розглядається в просторi (S
1/ω
β )′, топологiчно спря-

женому з простором S
1/ω
β , f ∈ (S

1/ω
β )′ – згортувач у просторi S1/ω

β (означення
згортувача див. у [?]), {µ, µ1, . . . µm} ⊂ (0,∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0,∞), m ∈ N, – фi-

ксованi параметри, причому µ >
m∑
k=1

µk, 0 < t1 < t2 < · · · < tm <∞, B1, . . . , Bm

– псевдодиференцiальнi оператори в просторi S1/ω
β , побудованi за функцiями

110



(символами) gk: R → [0,∞) вiдповiдно: Bk = F−1[gkF ], k ∈ {1, . . . ,m}. Функцiї
gk, k ∈ {1, . . . ,m}, задовольняють умови: gk ∈ C∞(R),

∀ε > 0∀σ ∈ R : gk(σ) ≤ exp{ε|σ|ω},

∃Lk > 0 ∀s ∈ N ∀σ ∈ R : |Dsσgk(σ)| ≤ Lsks
βs, k ∈ {1, . . . ,m}.

Основнi результати мiстять наступнi твердження.
Теорема 1. Задача (1), (2) є розв’язною, розв’язок дається формулою

u(t, x) = G(t, x) ∗ f = 〈fξ, G(t, x− ξ)〉, (t, x) ∈ Ω,

де G(t, x) = F−1[Q(t, σ)](x),

Q(t, σ) = exp{−ta(σ)}
(
µ−

m∑
k=1

µkgk(σ) exp{−tka(σ)}
)−1

,

при цьому G(t, ·) ∈ S1/ω
β при кожному t > 0.

Теорема 2. Нехай u(t, x), (t, x) ∈ Ω, – розв’язок задачi (1), (2). Тодi u(t, x)→
0 при t→ +∞ у просторi (S

1/ω
β )′.

Теорема 3. Нехай u(t, x), (t, x) ∈ Ω, розв’язок задачi (1), (2) з функцiєю f

в умовi (2), яка є елементом простору (Sνβ)′ ⊂ (S
1/ω
β )′, ν > 1, i supp f (носiй f),

обмежена множина в R. Тодi u(t, x)→ 0 при t→ +∞ рiвномiрно на R.

[1] Городецький В.В., Нагнибида Н.И., Настасиев П.П. Методы решения задач
по функциональному анализу. – К.: Выща шк., 1990. – 479 с.

[2] Гельфанд И.М., Шилов Г.Е. Пространства основных и обобщенных фун-
кций. – М.: Физматгиз, 1958. – 307 с.
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Головне завдання пiдприємств — виробляти якомога бiльше своїх товарiв ви-
сокої якостi та широкого асортименту, щоб якнайкраще задовольнити потреби
споживачiв, а тим самим пiдвищувати свою конкурентоспроможнiсть на ринках
збуту. Конкуренцiя є вагомим економiчним важелем для них розширювати ви-
робництво та покращувати якiсть продукцiї. А створення нових виробiв може
сприяти формуванню нових ринкових потреб, i таким чином розширенню ринку
i своєї частки на ньому [1].

Найдоцiльнiше для створення виробничої програми пiдприємства викори-
стовувати апарат математичного моделювання. Моделювання дозволяє в коро-
ткi термiни отримати необхiднi характеристики виробничої програми у зале-
жностi вiд кон’юнктури ринку. Серед першочергових проблем, для вирiшення
яких на рiвнi малих i середнiх пiдприємств доцiльно застосовувати економiко-
математичне моделювання, зокрема є [2, 3]:

- визначення номенклатури продукцiї (або видiв послуг), а також оптимiзацiя
обсягiв виробництва на певний перспективний перiод;

- розподiл наявних матерiальних та фiнансових ресурсiв за видами дiяльно-
стi;

- визначення цiни, яка забезпечуватиме необхiдний (або оптимальний рiвень
прибутку);

- встановлення вимог до якостi продукцiї (послуг);
- визначення впливу змiн вартiсних показникiв виробничих ресурсiв i проду-

кцiї на економiчну ефективнiсть пiдприємства тощо.
Iснує низка загальновизнаних моделей, що дозволяють оцiнити основнi ха-

рактеристики (прибутковiсть i ризик) виробничої програми пiдприємства: потрi-
бно, виходячи з особливостей технологiчних процесiв фiрми та наявних виробни-
чих ресурсiв знайти таку виробничу програму, яка забезпечувала б отримання
максимального прибутку вiд реалiзацiї виготовленої продукцiї. [3].

У [3] автор пропонує математичну модель виробничої програми фiрми, у якiй
продукцiю виготовляють з придбаної сировини. Причому за потреби сировину
в процесi виробництва докуповують, а надлишки реалiзують. Є пiдприємства,
якi на виготовлення продукцiї використовують як придбану, так i власну си-
ровину. Причому деякi види сировини потребують додаткової переробки перед
використанням у виробництвi, що збiльшує витрати фiрми.

Розглядаються узагальнення математичних моделей оптимiзацiї виробничої
програми фiрми за умов детермiнованостi та недетермiнованостi майбутнiх цiн
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на продукцiю та виробничi ресурси [3], у яких задiянi як придбанi, так i власнi
виробничi ресурси.

Вiдповiдно до загальної теорiї записуються оптимiзацiйнi задачi (у випадку
максимiзацiї прибутку пiдприємства) визначення кiлькостей виготовлення про-
дукцiї окремо з придбаної сировини та власної сировини з метою їх порiвняння
й можливостi залучення додаткових заходiв здешевлення виробничих ресурсiв,
а отже, й збiльшення прибутку вiд реалiзацiї продукцiї й надлишкiв ресурсiв.
Крiм того, розглянуто методи побудови ваг для зведення багатокритерiальної
оптимiзацiйної задачi до однокритерiальної iз застосуванням методу Паретто-
оптимальностi у недетермiнованому випадку.

[1] В. Гжещук Суть конкуренцiї в ринковiй економiцi промислових пiдпри-
ємств // Молодь i ринок. – 2014. – №3 (110). – C. 23 – 27.

[2] Жданов С.А. Экономические модели и методы в управлении. – М.: Дело и
сервис, 1998. – 176 с.

[3] Кiгель В.Р. Методи i моделi пiдтримки прийняття рiшень у ринковiй
економiцi: Монографiя. – К.: ЦУЛ, 2003. – 202 с.
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Ужгородський нацiональний унiверситет, Ужгород, Україна

E-mail: grinjuk.sv@gmail.com

Розглядається диференцiально-алгебраїчна система piвнянь з iмпульсною дi-
єю

B(t)
dx

dt
= A(t) + f(t, x), t 6= τi, x, f ∈ Rn, t, τi ∈ [a, b], (1)

∆x|t=τi = x(τi + 0)− x(τi) = Bix(τi) + bi, a ≤ τ1 < . . . < τp ≤ b, (2)
пiдпорядкована лiнiйним багатоточковим крайовим умовам

A1x(t1) +A2x(t2) + . . .+Anx(tn) = d, (3)

де A(t), B(t), Bi – (n × n)-вимiрнi матрицi, i = 1, p, f(t, x) – n вимiрна вектор-
функцiя, A1, A2, . . . An – (m × n)-вимiрнi сталi матрицi, d – m-вимiрний сталий
вектор.

У випадку коли вiдповiдна (1), (2) лiнiйна iмпульсна система може бути зве-
дена до центральної канонiчної форми [1], розглядається можливiсть застосу-
вання чисельно-аналiтичного методу послiдовних наближень для дослiдження
iснування та наближеної побудови розв’язкiв крайової задачi (1)-(3). Встанов-
лено конструктивнi достатнi умови iснування розв’язкiв, побудовано послiдов-
нi наближення до точного розв’язку, одержано оцiнки їх збiжностi до точного
розв’язку.

[1] Самойленко А.М., Шкiль М.I., Яковець В.П. Лiнiйнi системи диференцi-
альних рiвнянь з виродженнями. – Київ: Вища школа, 2000, – 294 с.

[2] Самойленко А.М., Перестюк Н.А. Дифференциальные уравнения с импуль-
сным воздействием.. – Київ: Вища школа, 1987. – 288 c.
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Одна iз важливих задач в якiснiй теорiї диференцiальних рiвнянь є зада-
ча знаходження умов збереження iнварiантних многовидiв при збуреннях [1,3].
Ця задача тiсно пов’язана з властивостями певного виду систем лiнеаризованих
по частинi змiнних. Такi системи диференцiальних рiвнянь, прийнято називати
лiнiйним розширенням динамiчної системи на многовидах.

Наша доповiдь присвячена питанням дослiдження iснування i єдиностi обме-
жених iнварiантних многовидiв для системи вигляду

dϕ

dt
= a (ϕ) ,

dx

dt
= P (ϕ)x + f(ϕ),

де функцiї a (ϕ) , P (ϕ) , f(ϕ) вiдповiдної гладкостi, визначенi на торi Tm, x ∈ Rk.
При дослiдженнi таких систем виявилось надзвичайно важливим поняття

функцiї Грiна задачi про обмежнi многовиди [1] (функцiя Грiна-Самойленка),
яке дало можливiсть отримати цiлий ряд нових результатiв.

Як один iз ефективних методiв дослiдження питання iснування функцiй
Грiна-Самойленка зарекомендував себе метод знакозмiнних функцiй Ляпунова,
якi розглядаються у виглядi квадратичних форм. Використовуючи зазначений
пiдхiд, отримано новi класи регулярних i слабо регулярних ситем заданого виду
[2].

[1] Mitropolsky Yu., Samoilenko A., Kulik V. Dichotomies and stability in
nonautonomous linear systems. – London: Taylor Francis Group, 2003. – 400 c.

[2] Hrod, I.M., Kulyk, V.L. Construction of Lyapunov Functions in the Form
of Pencils of Quadratic Forms // Journal of Mathematical Sciences (United
States). – 2019. – 243, 2. – pp. 183-191.

[3] Перестюк М. О., Слюсарчук В. Ю. Оператор Грiна-Самойленка в теорiї
iнварiантних множин нелiнiйних диференцiальних рiвнянь // Укр. мат.
журн. – 2008. – 60, 7. – C. 948 – 957.
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Розглядається задача побудови обмеженого на множинi

D = {(t, r, ϕ, z) | t > 0; r ∈ I+
n =

n+1⋃
j=1

Ij ≡
n+1⋃
j=1

(Rj−1, Rj); ϕ ∈ (0;ϕ0); 0 <

ϕ0 < 2π; z ∈ (−l1; l2), lj ≥ 0; l1 + l2 6= 0} класичного розв’язку диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними параболiчного типу 2-го порядку [1]

∂uj

∂t
−
[
a2
rj

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r

)
+
a2
ϕj

r2

∂2

∂ϕ2
+ a2

zj

∂2

∂z2

]
uj + χ2

juj = fj(t, r, ϕ, z);

r ∈ Ij ; j = 1, n+ 1 з вiдповiдними початково-крайовими умовами та умовами
спряження [2][(

αkj1
∂

∂r
+ βkj1

)
uk −

(
αkj2

∂

∂r
+ βkj2

)
uk+1

] ∣∣
r=Rk = 0; j = 1, 2; k = 1, n.

Проаналiзовано випадки задання на гранях клина ϕ = 0 та ϕ = ϕ0 крайових
умов Дiрiхле–Дiрiхле, Дiрiхле–Неймана, Неймана–Дiрiхле, Неймана–Неймана.

Щодо промiжку I+
n розглянуто випадки:

1) R0 = 0; Rn+1 ≡ R < +∞ (суцiльний цилiндр);
2) R0 > 0; Rn+1 ≡ R < +∞ (порожнистий цилiндр).
Iнтегральнi зображення єдиних точних аналiтичних розв’язкiв дослiджува-

них параболiчних початково-крайових задач спряження одержано методом кла-
сичних i гiбридних iнтегральних перетворень у поєднаннi з методом головних
розв’язкiв (матриць впливу та матриць Грiна).

Одержанi розв’язки носять алгоритмiчний характер, неперервно залежать
вiд параметрiв i вихiдних даних задачi й можуть бути використанi як в подаль-
ших теоретичних дослiдженнях, так i в практицi iнженерних розрахункiв мате-
матичних моделей еволюцiйних процесiв у кусково-однорiдних середовищах, якi
описуються цилiндричною системою координат.

[1] Самойленко В.Г., Конет I.М. Рiвняння математичної фiзики. – Київ: ВПЦ
"Київський унiверситет 2014. 283 c.

[2] Конет I.М., Пилипюк Т.М. Параболiчнi крайовi задачi в кусково-однорiдних
цилiндрично-кругових середовищах. – Кам’янець-Подiльський: Абетка-
Свiт, 2017. 80 c.
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Якщо неперервна на дiйснiй осi 2π-перiодична функцiя f змiнює свiй знак
у 2s, s ∈ N, точках yi : −π ≤ y2s < y2s−1 < ... < y1 < π, а для iнших i ∈ Z,
точки yi визначаються перiодично, то для кожного натурального n бiльшого
деякої сталої N(k, yi), що залежить тiльки вiд k ∈ N i min

i=1,...,2s
{yi − yi+1}, в [1]

знайдено тригонометричний полiном Pn порядку ≤ n такий, що: Pn має скрiзь
той самий знак, що i f, за винятком, можливо, маленьких околiв точок yi :
(yi − π/n, yi + π/n), Pn(yi) = 0, i ∈ Z, i

‖f − Pn‖ ≤ c(k, s)ωk(f, π/n), (1)

де c(k, s) – стала, що залежить тiльки вiд k i s, ωk(f, ·) – модуль гладкостi k-го
порядку функцiї f i ‖ · ‖ – max-норма.

Зазначимо, що при "чисто" копозитивному наближеннi (тобто, коли полiном
змiнiє свiй знак строго в точках yi) оцiнка (1) встановлена в [2] лише з ω3 i її
неможливо встановити з ωk, k ≥ 4, див. контрприклад в [3].

[1] Дзюбенко Г.А. Оцiнка Стєчкiна для майже копозитивного наближення
перiодичних функцiй // Укр. Мат. Журн. – 2020. – 72, 5. – C. 628-634.

[2] Dzyubenko G.A., Gilewicz J. Copositive approximation of periodic functionsй
// Acta Math. Hungar. – 2006. – 120, 4. – C. 301-314.

[3] Попов П. А. Один контрприклад в знакозберiгаючому наближеннi перiо-
дичних функцiй // – К. : Збi-к пр. Iн-ту. матем. НАН України. 2005, 2, №
2: Проблеми теорiї наближення функцiй та сумiжнi питання, ред. О. Сте-
панець. сс. 336, 176-185.
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Розглядається диференцiальне рiвняння

y(n) = f(t, y, . . . , y(n−1)), (1)

де f : [a, ω[×∆Y0 × ∆Y1 × · · · × ∆Yn−1
−→ R - неперервна функцiя, −∞ < a <

ω ≤ +∞, Yi дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆Yi - деякий одностороннiй окiл Yi,
i = 0, 1, . . . , n− 1.

Означення 1. Розв’язок y диференцiального рiвняння (1) називається
Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)–розв’язком, де −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо вiн визначений
на промiжку [t0, ω[⊂ [a, ω[ i задовольняє наступнi умови

y(j)(t) ∈ ∆Yj при t ∈ [t0, ω[, lim
t↑ω

y(j)(t) = Yj (j = 0, n− 1),

lim
t↑ω

[y(n−1)(t)]
2

y(n−2)(t)y(n)(t)
= λ0.

Асимптотика таких розвязкiв при λ0 ∈ R \
{

0, 1
2
, .., n−2

n−1
, 1
}

дослiджувалась в
роботi (див.[1]).

Випадок, коли λ0 = 1 є особливим при вивченнi таких розв’язкiв i потребує
окремого розгляду. Кожний Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, 1)- розв’язок при t ↑ ω задоволь-
няє умови

y′(t)

y(t)
∼
y′′(t)

y′(t)
∼ . . . ∼

y(n)(t)

y(n−1)(t)
i lim
t↑ω

πω(t)y′(t)

y(t)
= ±∞.

Означення 2 Будемо казати, що в диференцiальному рiвняннi (1) функцiя
f задовольняє умову (RN)1, якщо iснують числа α0 ∈ {−1; 1}, t0 ∈ [a, ω[, не-
прерервна функцiя p : [t0, ω[−→]0,+∞[ i непрервнi правильно змiннi при zj →
Yj (j = 0, n− 1) функцiї ϕj : ∆Yj →]0,+∞[ порядкiв σj (j = 0, n− 1) такi,
що для будь-яких непрервно диференцiйовних функцiй zj : [t0, ω[→ ∆Yj (j =

0, n− 1), якi задовольняють умови

lim
t↑ω

zj(t) = Yj , lim
t↑ω

πω(t)z′j(t)

zj(t)
= ±∞ (j = 0, n− 1),

lim
t↑ω

z′j−1(t)zj(t)

zj−1(t)z′j(t)
= 1, (j = 1, n− 1).
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має мiсце при t ↑ ω зображення

f(t, z0(t), ..., zn−1(t)) = α0p(t)

n−1∏
j=0

ϕj(zj(t))[1 + o(1)].

При виконаннi цiєї умови дослiджуються питання про iснування, асимптотику
i кiлькiсть Pω (Y0, . . . , Yn−1, 1)- розв’язкiв рiвняння (1).

[1] Євтухов В.М., Дрожжина А.В.. Асимптотические представления реше-
ний неавтономных обыкновенных дифференциальных уравнений. // Укра-
їнський математичний журнал. – 2019. – 71, №12. – C. 1626-1646.
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1Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,

Чернiвцi, Україна
E-mail: i.doroshenko@chnu.edu.ua, t.lukashiv@chnu.edu.ua,

i.yurchenko@chnu.edu.ua
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Стохастична рiзницева модель динамiки популяцiї описується стохастичним
диференцiально-рiзницевим рiвнянням

dx(t) = diag(x1(t), ..., xn(t))([b(ξ(t) +A(ξ(t)))x(t)+

+B(ξ(t))x(t− τ)]dt+ σ(ξ(t))dw(t)), t ∈ R+ \ T (1)

з марковськими перемиканннями

∆x(t) = g(tk−, ξ(tk−), x(tk−), ηk),

T := {tk ↑, k = 0, 1, ...}, lim
k→∞

= +∞, (2)

iз початковими умовами

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0], h > 0, ϕ ∈ D,

ξ(0) = y ∈ Y, η0 = h ∈ H. (3)

Тут ξ(t) - ланцюг Маркова iз значеннями у скiнченному просторi Y :=
= {y1, ..., yN} з генератором Γ = (γij)N×N ; {ηk, k ≥ 0} - ланцюг Маркова зi
значеннями у вимiрному просторi (H,H) i перехiдною ймовiрнiстю на k-му кроцi
P (y,H) = P (ηk ∈ H|ηk−1 = y), y ∈ H,H ∈ H; w(t), t ≥ 0, - n-вимiрний вiнерiв-
ський процес. Процеси ξ, η, w є незалежними в сукупностi; D ≡ D([−h, 0], Rn) -
простiр Скорохода неперерних справа функцiй, якi мають лiвостороннi границi з
нормою ‖ϕ‖ = sup−h≤θ<0 = |ϕ(θ)|, b - вектор розмiрностi n, а A,B, σ - квадратнi
n× n - матрицi.

Квадратична залежнiсть вiд x в рiвняннi (1) є характеристикою динамiки
популяцiї.

Обгрунтовано коректнiсть моделi, яка описується системою (1)-(3), для якої
встановлено достатнi умови невiд’ємностi та обмеженостi розв’язку.
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Доповiдь присвячено застосуванню гiльбертових анiзотропних просторiв Хер-
мандера до мiшаних неоднорiдних задач для параболiчних за Петровським си-
стем диференцiальних рiвнянь другого порядку. Цi простори параметризуються
парою дiйсних чисел s, s/2 та вимiрною за Борелем функцiєю ϕ : [1,∞)→ (0,∞),
яка повiльно змiнюється на нескiнченностi за Карамата. Остання властивiсть
означає, що ϕ(λr)/ϕ(r) → 1 при r → +∞ для кожного λ > 0. Функцiональ-
ний параметр ϕ дозволяє бiльш тонко охарактеризувати регулярнiсть функцiй,
нiж це дозволяє зробити соболєвська шкала. Ранiше у просторах Хермандера
було дослiджено загальнi параболiчнi крайовi задачi для одного рiвняння [1] i
крайовi задачi для параболiчних за Петровським систем рiвнянь з однорiдними
початковими даними Кошi [2].

Гiльбертiв простiр Хермандера Hs,s/2;ϕ(Rn+1) складається з усiх повiльно
зростаючих розподiлiв w на Rn+1 таких, що∫

Rn+1

(
1 + |ξ|2 + |η|

)s
ϕ2
(
(1 + |ξ|2 + |η|)1/2

)
|ŵ(ξ, η)|2 dξdη <∞.

Тут ŵ є перетворення Фур’є розподiлу w, а ξ ∈ Rn i η ∈ R є частотними змiнними,
дуальними до просторової i часової змiнних вiдповiдно. Випадок ϕ(·) ≡ 1 дає
анiзотропний простiр Соболєва.

Нехай G ⊂ Rn — обмежена область з нескiнченно гладкою межею Γ := ∂G;
Ω := G× (0, τ) — вiдкритий цилiндр в Rn+1, S := Γ× (0, τ) — його бiчна поверх-
ня. Гiльбертiв простiр Hs,s/2;ϕ(Ω) складається, за означенням, зi звужень усiх
розподiлiв w ∈ Hs,s/2;ϕ(Rn+1) на Ω. Гiльбертiв простiр Hs,s/2;ϕ(S) означається
за допомогою спецiальних локальних карт на S [3].

Розглянемо у Ω початково–крайову параболiчну за Петровським задачу:

∂tuj(x, t) +

N∑
k=1

∑
|α|≤2

aαj,k(x, t)Dαxuk(x, t) = fj(x, t)

для всiх (x, t) ∈ Ω i j ∈ {1, . . . , N};

(1)

N∑
k=1

∑
|α|≤lj

bαj,k(x, t)Dαxuk(x, t)
∣∣
S

= gj(x, t)

для всiх (x, t) ∈ S i j ∈ {1, . . . , N};

(2)
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uj(x, t)
∣∣
t=0

= hj(x) для всiх x ∈ G i j ∈ {1, . . . , N}. (3)
Тут всi числа lj ∈ {0; 1}; всi коефiцiєнти aαj,k(x, t) i bαj,k(x, t) є нескiнченно глад-
кими комплекснозначними функцiями на Ω i S вiдповiдно. Покладемо u :=
(u1, . . . , uN ), f := (f1, . . . , fN ), g := (g1, . . . , gN ), h := (h1, . . . , hN ). Нехай s > 2 i
s /∈ E := {l+3/2 : l ∈ N}. Через Gs−2,s/2−1;ϕ позначимо пiдпростiр гiльбертового
простору

(
Hs−2,s/2−1;ϕ(Ω)

)N ⊕ N⊕
j=1

Hs−lj−1/2,(s−lj−1/2)/2;ϕ(S)⊕
(
Hs−1;ϕ(G)

)N
елементiв (f, g, h), якi задовольняють природнi умови узгодження правих ча-
стин задачi (1)–(3). Якщо s ∈ E, простiр Gs−2,s/2−1;ϕ означається за допомогою
iнтерполяцiї.

Теорема 1. Для довiльних s > 2 i ϕ вiдображення

(C∞(Ω))N 3 u 7→ (f, g, h),

де f , g та h визначенi рiвностями (1)–(3), продовжується єдиним чином (за не-
перервнiстю) до iзоморфiзму(

Hs,s/2;ϕ(Ω)
)N ↔ Gs−2,s/2−1;ϕ.

[1] Los V. M., Mikhailets V. A., Murach A. A. Parabolic problems in generalized
Sobolev spaces // arXiv:1907.04283.

[2] Los V. M. Systems Parabolic in Petrovskii’s Sense in Hörmander Spaces //
Ukrainian Mathematical Journal. – 2017. – 69, 3. – P. 426 – 443.

[3] Los V. M. Anisotropic Hormander Spaces on the Lateral Surface of a Cylinder
// Journal of Mathematical Sciences (New York). – 2016. – 217, 4. – P. 456 –
467.
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У цилiндричнiй областi Q = (0, T ) × Ω, 0 < T < ∞, де Ω ⊂ Rn — обмежена
область така, що ∂Ω ∈ C2, розглядається наступна початково-крайова задача:

(|u|q−1u)t −∆pu = 0, p > q > 0,

u(0, x) = u0 в Ω, u0 ∈ Lq+1(Ω),

u(t, x)
∣∣∣
∂Ω

= f(t, x),

(1)

де f генерує граничну функцiю з сингулярним загостренням, а саме:

f(t, x)→∞ при t→ T, ∀x ∈ K ⊂ ∂Ω,K 6= ∅. (2)

Функцiя f називається локалiзованим граничним режимом (S-режим), якщо

Ω \ Ω0 6= ∅, де Ω0 :=

{
x ∈ Ω : sup

t→T
u(t, x) =∞

}
для довiльного слабкого розв’язку u задачi (1). За допомогою варiацiї методу
локальних енергетичних оцiнок (див. [1] та посилання) було здобуто точнi умови
локалiзацiї граничного режиму. Роботи [2, 3] присвяченi дослiдженню поведiнки
слабких розв’язкiв у випадку, коли область сингулярностi Ω0 ⊂ ∂Ω (LS-режим).
Було отримано точнi оцiнки граничного профiлю розв’язкiв, а саме:

sup
t→T

u(t, x) 6 ψ(x), x ∈ Ω,

де функцiя ψ визначається характером загострення граничного режиму f .
У якостi додатку до цих результатiв дослiджено наступне квазiлiнiйне пара-

болiчне рiвняння з нелiнiйним абсорбцiйним членом:

(|u|q−1u)t −∆pu = −b(t, x)|u|λ−1u, (t, x) ∈ Q, λ > p > q > 0, (3)

Тут b(t, x) > 0 — вироджений потенцiал абсорбцiї: b(t, x)→ 0 при t→ T ∀x ∈ Ω.
Залежо вiд поведiнки функцiї b у роботах [2, 4] було отримано точнi оцiнки зго-
ри всiх слабких розв’язкiв рiвняння (3) бiля часу t = T (граничний профiль
розв’язкiв). Важливо пiдкреслити, що отриманi оцiнки не залежать вiд початко-
вих та крайових даних та справедливi навiть для ”великих” розв’язкiв рiвняння
(3) (якщо такi iснють).
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В монографiї В. Марiча [1] розглянуто нелiнiйне диференцiальне рiвняння
другого порядку

y′′ = f(x)φ(y), (1)

де f(x) - неперервна додатна на промiжку [a,+∞) функцiя, правильно змiнна
при x→ +∞, φ(y) - неперервна додатна в правому околi нуля, правильно змiнна
в нулi функцiя.

Означення 1. Додатна функцiя φ називається правильно змiнною на не-
скiнченностi, якщо вона є вимiрною на пiвосi [α,+∞), α > 0, та iснує таке число
σ ∈ (−∞,+∞), що для довiльного λ > 0

lim
y→∞

φ(λy)

φ(y)
= λσ .

При цьому σ називається порядком (або показником) функцiї φ.
Правильно змiнна функцiя L нульового порядку називається повiльно змiн-

ною функцiєю на нескiнченностi.

Функцiя φ(y) називається правильно змiнною в нулi, якщо φ
(

1

y

)
є правиль-

но змiнною функцiєю на нескiнченностi.
В [1] для рiвняння (1) було встановлено наступний результат.
Теорема 1. Для кожного розв’язку y(x), що прямує до нуля при x → ∞,

для рiвняння y′′ = xσL(x)yλL1(y), де функцiї L i L1 повiльно змiнюються на
нескiнченностi i в нулi вiдповiдно, при x→∞ виконується:

a) при σ > −2,

yλ−1(x)L1(y(x)) ∼ (1 + σ + λ)(λ− 1)−2
{
x2+σL(x)

}−1

i розв’язок y(x) є правильно змiнним на нескiнченностi з показником σ+2
1−λ .

б) при σ = −2,

yλ−1(x)L1(y(x)) ∼
{

(λ− 1)

∫ x

a
t−1L(t)dt

}−1

i розв’язок y(x) є повiльно змiнним на нескiнченностi.
В подальшому в роботах В. М. Євтухова i його учнiв, зокрема Л. О. Кири-

лової [2], розглянуто наступне рiвняння
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y′′ = α0f(x)φ(y) (2)
де α0 ∈ [−1, 1], f(x) - неперервна додатна на промiжку [a, ω) функцiя, ω ≤ +∞,
φ(y) - неперервна додатна в деякому околi Y0, де Y0 є або 0, або ±∞, i є правильно
змiнною функцiєю при y → Y0.

Для рiвняння (2) у статтi [2] було отримано умови iснування i асимптотичнi
зображення Pω(Y0, λ0)-розв’язкiв.

Означення 2. Розв’язок y рiвняння (2) називається Pω(Y0, λ0) - розв’язком,
де−∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на промiжку [t0, ω[⊂ [α, ω[ i задовольняє
умови

lim
t↑ω

y(t) = Y0, lim
t↑ω

y′(t) =

{
або 0

або ±∞,
lim
t↑ω

y′2(t)

y′′(t)y(t)
= λ0.

Результати, отриманi для рiвняння (2), були поширенi в роботi В. М. Євтухо-
ва та А. М. Самойленка [3] на нелiнiйне диференцiальне рiвняння n-го порядку.

З використанням методик з монографiї В. Марiча [1] i статтi В. М. Євтухова
та А. М. Самойленка [3] встановлено аналог Теореми 1 про iснування та асим-
птотику необмежених розв’язкiв дифференцiального рiвняння другого порядку
(2), якi не є, взагалi кажучи, Pω(Y0, λ0)-розв’язками.

[1] V. Maric Regularly variation and differential equations SpringerVerlag. New
York LLC (Seria : Lecture notes in mathematics, 1726).2000. 140 p.

[2] Евтухов В. М., Кирилова Л. О. Об асимптотике решений нелинейных диф-
ференциальных уравнений второго порядка. Дифференц. уравнения. 2005.
Т. 41, № 8. С. 1053–1061.

[3] Евтухов В. М., Самойленко А. М. Асимптотическое представление реше-
ний неавтономных обыкновенных дифференциальных уравнений с правиль-
но меняющимися нелинейностями . Дифференц. уравнения. 2011. Т. 47, №
5. С. 628–650.
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Нехай l∞(I,B1) — банаховий простiр обмежених вектор-функцiй z(t), визна-
чених на скiнченному промiжку I зi значеннями у деякому банаховому просторi
B1, z(·) : I → B1 з нормою |||z||| = supt∈I ‖z(t)‖B1

, а l∞(I,B2) — банаховий
простiр обмежених вектор-функцiй f(t), визначених на тому ж промiжку I зi
значеннями у деякому банаховому просторiB2 з нормою |||f ||| = supt∈I ‖f(t)‖B2

,
а l∞(I,B3) — банаховий простiр обмежених вектор-функцiй u(t), визначених на
тому ж промiжку I зi значеннями у деякому банаховому просторi B3 з нормою
|||u||| = supt∈I ‖u(t)‖B3

, B — банаховий простiр векторiв з сталими компонента-
ми.

Розглянемо лiнiйне операторне рiвняння з керуванням

(Lz)(t) = f(t) + (Hu)(t), (1)

де L : l∞(I,B1) → l∞(I,B2) та H : l∞(I,B3) → l∞(I,B2) — лiнiйнi обмеженi
оператори.

Нехай оператор L ∈ GI(l∞(I,B1), l∞(I,B2)) — узагальнено оборотний, а от-
же нормально розв’язний, а його нуль-простiр N(L) та ядро R(L) доповнювальнi
у банахових просторах l∞(I,B1) та l∞(I,B2), вiдповiдно. При цьому iснують
обмеженi проектори PN(L) : l∞(I,B1) → N(L) та PYL : l∞(I,B2) → YL, де
YL = l∞(I,B2)	R(L) та обмежений узагальнано обернений оператор L−.

Вiдомо, що нормально розв’язне операторне рiвняння (1) має розв’язки для
тих i лише тих правих частин, якi задовольняють умову [1]

PYL
[
f +Hu

]
= 0. (2)

Позначивши B = PYLH з умови (2) отримаємо операторне рiвняння

Bu = −PYLf. (3)

Нехай B ∈ GI(l∞(I,B3), l∞(I,B2)) — узагальнено оборотний, а отже нор-
мально розв’язний оператор. Тодi iснують обмеженi проектори PN(B) : l∞(I,B3)→
N(B), PYB : l∞(I,B2) → YB , де YB = l∞(I,B2) 	 R(B) та обмежений узагаль-
нано обернений оператор B−.

Операторне рiвняння (3) має розв’язок тодi i лише тодi, коли виконується
умова [1]

PYBPYLf = 0, (4)
за виконання якої воно має сiм’ю розв’язкiв

u = PN(B)û−B−PYLf, (5)
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де û — довiльний елемент банахового простору l∞(I,B3).
Таким чином для u з (5) умова розв’язностi (2) операторного рiвняння (1)

буде виконуватись i воно буде мати сiм’ю розв’язкiв

z = PN(L)ẑ + L−
[
f +Hu

]
, (6)

де ẑ — довiльний елемент банахового простору l∞(I,B1).
Пiдставивши у (6) знайдене u з (5), отримаємо

z = PN(L)ẑ + L−
{
f +H

[
PN(B)û−B−PYLf

]}
=

=
[
PN(L), L−HPN(B)

] [ ẑ
û

]
+ L−

[
IBl∞(I,B2)

−HB−PYL
]
f,

(7)

де ẑ ∈ l∞(I,B2), û ∈ l∞(I,B3) — довiльнi елементи вiдповiдних банахових
просторiв.

Теорема 1. Нехай лiнiйнi оператори L ∈ GI(l∞(I,B1), l∞(I,B2)) та B ∈
GI(l∞(I,B3), l∞(I,B2)).

Тодi операторне рiвняння з керуванням (1) розв’язне для тих i лише для тих
f(t) ∈ l∞(I,B2)), якi задовольняють умову (4) за виконання якої воно має сiм’ю
розв’язкiв (7).

При цьому воно має сiм’ю допустимих керувань

u = PN(B)û−B−PYLf.

Отриманi результати можуть бути застосованi при дослiдженнi крайових за-
дач для рiзних класiв операторних рiвнянь.

[1] Бойчук А.А.,Журавлев В.Ф., Самойленко А.М. Нормально разрешимые
краевые задачи. — Киев: Нукова думка, 2019. – 628 с.
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Задача Кошi для системи сингулярно
збурених диференцiальних рiвнянь з
диференцiальною точкою звороту

Центральноукраїнський державний педагогiчний унiверситет iменi
Володимира Винниченка, Кропивницький, Україна

E-mail: Kopchuk@gmail.com

Методом iстотно особливих функцiй [1] побудовано асимптотичний розв’я-
зок задачi Кошi для системи сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь з
диференцiальною точкою звороту виду:

εY ′(x, ε)−A(x, ε)Y (x, ε) = H(x), (1)

де
A(x, ε) = A0(x) + εA1(x)

A0(x) =

 0 0 0
0 0 1

−b(x) −a(x) 0

 , A1 =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

Y (x, ε) = col(y1(x, ε), y2(x, ε), y3(x, ε)) – шукана вектор-функцiя,H(x) = col(0, 0, h(x))
– задана вектор-функцiя, a(x) = xã(x) = 4x, x = 0–точка звороту, b(x) = 4x−24,
h(x) = 5x+ 3.

Задано початковi умови для задачi (1)

Y (0, ε) = B0(ε) = ε−1α0 +B0,

коли ε→ 0, xε[0; 5], α0, B0–довiльнi сталi.
Згiдно з розробленою теорiєю [2], задачу дослiджено у просторi безрезонан-

сних розв’язкiв

R1k = αk1(x, ε)U1(t) + ε
1
3 βk1(x, ε)U ′1(t),

R2k = αk2(x, ε)U2(t) + ε
1
3 βk2(x, ε)U ′2(t),

R3k = fk(x, ε)ψ(t) + ε
1
3 gk(x, ε)ψ′(t),

R4k = ωk(x, ε),

(2)

де αki(x, ε), βki(x, ε), fk(x, ε), gk(x, ε), ωk(x, ε) ∈ C∞[0; 5], k = 1; 3. Тут функцiї
Ui(t), i = 1, 2 – функцiї Ейрi, ψ(t) – iстотно особлива функцiя.

Регуляризуча функцiя запишеться у виглядi:

ϕ(x) =

(
3

2

∫ x

0

√
4xdx

) 2
3

. (3)

Згiдно з методом iстотно особливих функцiй, асимптотику розв’язку розши-
реної задачi, побудовано у виглядi ряду

Ỹ (x, ε−
2
3 · ϕ(x), ε) = (4)
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∞∑
r=0

εr

[[
2∑
k=1

[
αkr(x)Ui(ε

− 2
3 · ϕ(x)) + ε

1
3 βkr(x)

dUi(ε
2
3 · ϕ(x))

d(ε−
2
3 · ϕ(x))

]]
+ ωkr(x)

]

+
∞∑

r=−2

εr

[
fkr(x)ψ(ε

2
3 · ϕ(x)) + ε

1
3 gkr(x)

dψ(ε−
2
3 · ϕ(x))

d(ε−
2
3 · ϕ(x))

]
+
∞∑
r=0

εrω̄kr(x)

Теорема 1. Нехай для (1) виконуються умови

a(x) ≡ xã(x), b(x), h(x) ∈ C∞[0; 5].

Тодi на цьому промiжку запропонованим методом можна побудувати єдиний
розв’язок розширеної задачi (1) у просторi безрезонансних розв’язкiв (2) у ви-
глядi асимптотичного ряду (4).

[1] Бобочко В.М., Перестюк М.О. Асимптотичне iнтегрування рiвняння Лi-
увiлля з точками звороту. – К: Наукова думка, 2002. – 310 c.

[2] Зеленская И.А. Система сингулярно возмущенных уравнений с дифферен-
циальной точкой поворота I рода // Изв. вузов. Матем. – Рiк. 2015, 3–
C. 63–74.
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полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського”, м. Київ, Україна
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У доповiдi коротко описується життєвий шлях та основнi досягнення вiдо-
мого українського математика, випускника Чернiвецького унiверситету, фунда-
тора кафедри диференцiальних рiвнянь цього унiверситету, засновника наукової
школи з теорiї рiвнянь iз частинними похiдними, доктора фiзико-математичних
наук, професора С.Д. Ейдельмана.

Самуїл Давидович народився 1 вересня 1920 р. (за офiцiйними документами
3 сiчня 1921 р.) у м. Хмельницькому. Пiсля закiнчення середньої школи в 1938 р.
вступив на фiзико-математичний факультет Київського унiверситету. З 1941 по
1946 р. служив у Радянськiй Армiї, пройшов шлях вiд солдата до майора. Брав
активну участь у боях з Нiмеччиною i Японiєю. Нагороджений 5 орденами та
багатьма медалями. Демобiлiзувавшись у жовтнi 1946 р., продовжив навчання
на фiзико-математичному факультетi Чернiвецького унiверситету, який закiнчив
у 1948 р.

У Чернiвецькому унiверситетi почав працювати в 1947 р. лаборантом. Пiсля
цього до 1963 р. пройшов усi сходинки викладацької роботи вiд асистента до про-
фесора i завiдувача кафедри диференцiальних рiвнянь. Далi Самуїл Давидович –
завiдувач кафедри вищої математики Воронезького полiтехнiчного iнституту та
професор кафедри диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними Воронезь-
кого унiверситету (1963–1968), професор кафедри вищої математики Київського
вищого iнженерного радiотехнiчного училища (1968–1993). З вересня 1993 р. до
кiнця життя вiн працював професором i завiдувачем кафедри факультету ком-
п’ютерних наук Мiжнародного Соломонового унiверситету та за сумiсництвом
провiдним науковим спiвробiтником вiддiлу нелiнiйного аналiзу Iнституту мате-
матики НАН України.

У 1953 р. С.Д. Ейдельман захистив кандидатську дисертацiю “Оценки реше-
ний параболических систем и некоторые их приложения”. У 1959 р. – докторську
дисертацiю “Исследование по теории параболических систем”.

Основною дiяльнiстю С.Д. Ейдельмана протягом усього життя було викла-
дання математики у вищих навчальних закладах. Практично кожного року вiн
читав новi нормативнi та спецiальнi курси, намагаючись донести до слухачiв своє
бачення рiзних роздiлiв теоретичної i прикладної математики. Вiн пiдготував та
опублiкував 17 навчальних посiбникiв для студентiв, створив свою наукову шко-
лу. Серед його учнiв 5 докторiв i 20 кандидатiв наук, причому 17 з них є випу-
скниками Чернiвецького унiверситету (серед них М.I. Матiйчук, С.Д. Iвасишен,
М.В. Житарашу, В.Д. Репнiков i Я.М. Дрiнь захистили докторськi дисертацiї).

Постiйною пристрастю i природною потребою Самуїла Давидовича були що-
деннi заняття науковою роботою. Його основнi працi присвяченi теорiї рiвнянь з
частинними похiдними, особливо теорiї параболiчних систем, в якiй вiн одержав
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ряд iстотних результатiв. Завдяки їм С.Д. Ейдельман став широко вiдомий серед
фахiвцiв-математикiв.

Добре розумiючи те, що найцiкавiшi та найважливiшi для практики резуль-
тати можна отримати на стиках рiзних галузей науки, С.Д. Ейдельман успiшно
займався питаннями, безпосередньо зв’язаними з математичними моделями ре-
альних об’єктiв. Вiн одержав цiкавi результати в теорiї марковських стохасти-
чних автоматiв, теорiї оптимальних дискретних кодiв, задачах нечiткої оптимi-
зацiї, теорiї еволюцiйних iгор зближення, в застосуваннi нескiнченних ланцюгiв
Маркова до знаходження усереднених енергетичних спектрiв iмпульсних випад-
кових процесiв цифрового магнiтного запису.

С.Д. Ейдельман – сильний аналiтик. Саме застосуванням тонких аналiти-
чних методiв одержанi ним i його учнями найточнiшi результати.

Самуїл Давидович – автор 304 наукових праць. Серед них 5 монографiй,
бiльше десяти праць монографiчного характеру, 4 авторськi свiдоцтва на вина-
ходи.

Усе своє творче життя С.Д. Ейдельман присвятив математицi, теоретичнiй
та прикладнiй, у єдностi яких бачив особливу силу та красу. Його кредо в роботi
з учнями i спiвробiтниками – вимоглива пiдтримка та вдячнiсть.
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Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,

Чернiвцi, Україна
E-mail: ilika.svitlana17@gmail.com, l.piddubna@chnu.edu.ua

У данiй роботi вивчаються схеми апроксимацiї диференцiально-функцiональних
рiвнянь послiдовнiстю систем звичайних диференцiальних рiвнянь.

Розглядається початкова задача для диференцiально-функцiонального рiв-
няння вигляду

dx(t)

dt
= L(t, xt) + f(t, xt), t ∈ [0, T ], x0 = ϕ, (1)

де L(t, ϕ) =
p∑
k=0

Ak(t)ϕ(−τk) +
0∫
−τ

D(t, θ)ϕ(θ)dθ - лiнiйний функцiонал, що найча-

стiше зустрiчається в застосуваннях, Ak(t), k = 0, p − n × n неперервнi функцiї
при t ∈ [0, T ], D(t, θ) − n × n матрична функцiя, компоненти якої dij(t, θ) - не-
перервнi за сукупнiстю змiнних функцiї на [0, T ] × [−τ, 0], 0 = τ0 < τ1 < . . . <
τp = τ ; f : R × C([−τ, 0], Rn) → Rn неперервна функцiя. У данiй роботi схема
апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь [1-3] поширюється на задачу
(1).

Нехай m, p ∈ N Поставимо у вiдповiднiсть початковiй задачi (1) задачу Кошi
для системи звичайних диференцiальних рiвнянь

dz0(t)
dt

=
p∑
i=0

Ai(t)zli (t) + τ
m

m−1∑
i=0

D(t,− τ(m−k)
m

)zm−i(t) + f(t,
m∑
i=1

ziχi),

dzj(t)

dt
= m

τ
(zj−1(t)− zj(t)), j = 1,m, t ∈ [0, T ],

(2)

zj(0) = ϕ(−
τj

m
), j = 0,m, (3)

де iндекси li визначаються рiвностями li = [mτi
τ

],

χi = {1, θ ∈ [− iτ
m
,− (i−1)τ

m
],

0, iнакше.
.

Теорема 1. Якщо Ak(t), k = 0, p,D(t, θ) - неперервнi матричнi функцiї при
t ∈ [0, T ], θ ∈ [−τ, 0], функцiя f(t, φ) неперервна i задовольняє умову Лiпшиця
|f(t, ϕ1)− f(t, ϕ2)| ≤ L|ϕ1 − ϕ2|, L > 0, тодi для розв’язкiв початкової задачi (1)
та розв’язкiв задачi Кошi (2)-(3) справджуються спiввiдношення ‖x(t − τj

m
) −

zj(t)‖ → 0, j = 0,m, t ∈ [0, T ] при m→∞ [3].
Для iлюстрацiї наведених схем апроксимацiї диференцiально- функцiональ-

них рiвнянь в роботi розглядається модельний приклад початкової задачi

dx(t)

dt
= −1.5x(t)− 1.25x(t− 1) + x(t)sinx(t), t ∈ [0, 3],
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x(t) = 10t+ 1, t ∈ [−1, 0],

яка дослiджувалася в працi [4] за допомогою блочних методiв четвертого поряд-
ку.

Числовi експерименти показують, що iз ростом розмiрностim апроксимуючої
системи звичайних диференцiальних рiвнянь похибка наближень зменшується,
що пiдтверджує теоретичнi висновки з теореми.

[1] Репин Ю.М. О приближенной замене систем с запаздыванием обыкновен-
ными дифференциальными уравнениями .// ПММ. – 1965. – 29, №2. – С.
226-245.

[2] Черевко I.М., Матвiй О.В. Исследование схем аппроксимации
дифференциально-разностных уравнений // Math. Analysis, Differenti-
al Equations and Applications. – Sofia, 2011. – P. 301-312.

[3] Iлiка С.А., Черевко I.М. Апроксимацiя нелiнiйних диференцiально-
функцiональних рiвнянь // Мат. методи та фiз.-мех. поля. – 2012. – 55,
№1. – C. 39-48.

[4] Cryer C. W. Numerical methods for functional differential equations. // Delay
and Functional Differential Equations and their Applications. New York :
Academic Press, 1972. P. 17-101.

135



Н. К. Iсмайлова, О. Д. Нуржанов
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Розглянемо нелiнiйну систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь типу Воль-
терра

dx(t)

dt
= A(t)x+

t∫
0

B(t, s)x(s)ds+ f

t, x, t∫
0

ϕ(t, s, x(s))ds

 (1)

при лiнiйних багатоточкових крайових умовах
p∑
i=0

Aix(ti) = d, 0 = t0 < t1 < . . . < tp−1 < tp = T, (2)

де x, f, ϕ, d - точки n-мiрного евклiдового простору En; A(t) i B(t, s) - n × n-
мiрнi матрицi, причому цi матричнi функцiї i векторнi функцiї f i ϕ визначенi i
неперервнi в областi t ∈ [0, T ], 0 ≤ s ≤ t ≤ T, x ∈ D, y ∈ D1; D ⊂ En, D1 - куля
простору En; Ai - (n× n)-мiрнi стали матрицi такi, що виконується умова

det

 p∑
i=0

Ai

ti∫
0

R(ti, s)ds

 6= 0.

Тут R(t, s) - резольвентна матриця для матриць A(t) i B(t, s),що характеризують
систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь (1).

Для дослiдження розв’язкiв крайової задачi (1), (2) застосовується чисельно-
аналiтичний метод послiдовних наближень [1]. Згiдно зi схемою цього методу
для побудови наближеного розв’язку крайової задачi (1), (2) використовується
рекурентне спiввiдношення вигляду

xm(t, x0) = R(t, 0)x0+

+

t∫
0

R(t, τ)f

τ, xm−1(τ, x0),

τ∫
0

ϕ(τ, s, xm−1(s, x0))ds

 dτ+

+r(t)H

[
d−

p∑
i=0

AiR(ti, 0)x0−

−
p−1∑
i=1

Ai

ti∫
0

R(ti, τ)f

τ, xm−1(τ, x0),

τ∫
0

ϕ(τ, s, xm−1(s, x0))ds

 dτ

 ,
x0(t, x0) = R(t, 0)x0, m = 1, 2, . . . ,

(3)
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де

r(t) =

t∫
0

R(t, τ)dτ, H =

 p∑
i=0

Ai

ti∫
0

R(ti, s)ds

−1

.

Установлюются умови збiжностi послiдовних наближень виду (3) до граничної
функцiї i вивчається її зв’язок з точним розв’язком крайової задачi (1), (2).

[1] Самойленко А. М., Ронто Н. И. Численно-аналитические методы в теории
краевых задач обыкновенных дифференциальных уравнений. – Киев: Наук.
думка, 1992. – 280 c.
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1Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”, Львiв, Україна
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Нехай T > 0, x = (x1, . . . , xp), Π(T ) = {(t, x) ∈ (0, T ), x ∈ Rp}, Dx =(
−i ∂

∂x1
, . . . ,−i ∂

∂xp

)
. Розглядаємо таку задачу [2, 3]:

∂nu(t, x)

∂tn
+

n−1∑
j=0

aj A
n−j (Dx)

∂ju(t, x)

∂tj
= 0, (t, x) ∈ Π(T ), (1)

u(jt0, x) = ϕj(x), t0 = T/n, j = 1, . . . , n, x ∈ Rp, (2)
де aj ∈ C, j = 0, 1, . . . , n − 1, A(ξ) – такий многочлен, що A(ξ) 6= 0 для всiх
ξ = (ξ1, . . . , ξp) ∈ Rp. Встановлено умови розв’язностi задачi (1), (2) у просторах
функцiй, перетворення Фур’є яких за x1, . . . , xp має експоненцiйне спадання на
нескiнченностi [1, 2, 3]. Цi умови виражаються у термiнах властивостей характе-
ристичного визначника ∆(ξ) = det ‖exp(λqA(ξ)jt0)‖nj,q=1, ξ ∈ Rp, де λ1, . . . , λn –
коренi многочлена L(λ, 1) ≡ λn +

∑n−1
j=0 ajλ

j . Доведено оцiнки знизу для визна-
чника ∆(ξ), ξ ∈ Rp.

[1] Дубинский Ю.А. Алгебра псевдодифференциальных операторов с аналити-
ческими символами и ее приложения к математической физике // Успехи
мат. наук. – 1982.– 37, вып. 5 (227). – С. 97–137.

[2] Каленюк П.I., Нитребич З.М. Узагальнена схема вiдокремлення змiнних.
Диференцiально-символьний метод. – Львiв: Вид-во Нац. ун-ту «Львiвська
полiтехнiка», 2002. – 292 c.

[3] Пташник Б.И. Некорректные граничные задачи для дифференциальных
уравнений с частными производными. – К.: Наук. думка, 1984. – 264 с.
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В сучасному суспiльствi iнформацiйних та комп’ютерних технологiй доволi
поширеним i, причому, доволi звичним явищем стали рiзнi iгри, написанi для
комп’ютерiв, мобiльних телефонiв i не тiльки. Часто такi iгри мають рiзного ро-
ду iмiтацiю фiзичних процесiв того чи iншого процесу. Здебiльшого такi фiзичнi
процеси або їх iмiтацiя вiдносно легко описуються за допомогою диференцiаль-
них рiвнянь, їх систем, рiзних задач, що для них ставляться.

Комп’ютернi iгри можуть бути подiленi по жанрах. Одними з найпопулярнi-
ших жанрiв, як можна спостерiгати в запасi середньостатистичних любителiв, є,
для прикладу, бойовики, пригодницькi iгри, рiзного роду симулятори. В даних
жанрах дуже багато таких процесiв та явищ, якi в тiй чи iншiй мiрi можуть бу-
ти описанi, а потiм i програмно реалiзованi з використанням диференцiальних
рiвнянь.

Одними з найпоширенiших процесiв, якi зустрiчаються в комп’ютерних, та
й не тiльки в комп’ютерних iграх, є процеси, пов’язанi з тiлом, пiдкинутим пiд
певним кутом до горизонту. Найпростiшим способом їх опису є використання
наступної системи диференцiальних рiвнянь:{

dx
dt

= v0 cosα,
dy
dt

= v0 sinα− gt,

яка описує явище в площинi. Провiвши певнi мiркування та перетворення, видно,
що розв’язком цiєї системи є параметрично задана функцiя{

x = (v0 cosα)t,

y = (v0 sinα)t− gt2

2
,

яку можна записати у явному виглядi y = − g

2v2
0cos2α

x2 + (tanα)x.

Геометрично результат дає нам наступне: ми отримали спосiб опису трає-
кторiї об’єкту, пiдкинутого пiд певним кутом до горизонту. Як було експери-
ментально виявлено ще в 17-му столiттi, побудована модель занадто груба: вона
не достатньо адекватно вiдображає реальний процес, тому її можна покращити,
для прикладу, врахувавши опiр повiтря

m d2x
dt2

= −β dx
dt

√(
dx
dt

)2
+
(
dy
dt

)2
,

m d2y
dt2

= −mg − β dy
dt

√(
dx
dt

)2
+
(
dy
dt

)2
.
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В результатi ми знову ж отримали систему диференцiальних рiвнянь, яка, як
показує практика, краще описує дослiджуване явище, нiж система, розглядувана
ранiше. Поступово ускладнюючи математичну модель розглядуваного процесу,
можна отримати все складнiшу i складнiшу систему диференцiальних рiвнянь
та спiввiдношень з їх використанням, яка все краще, а тому й реалiстичнiше
представлятиме дослiджуване явище.

Щойно представлений приклад наводить на ряд питань. До найважливiших
можна вiднести наступнi:
• Як знайти компромiс мiж складнiстю та точнiстю реалiзацiї побудованої

математичної моделi?
• Яка допустима точнiсть та складнiсть математичної моделi?
• Як знайти самий вдалий компромiс мiж складнiстю математичної моделi

та точнiстю, з якою вона описує явище?
• Якими комп’ютерними засобами реалiзацiя даних математичних моделей в

комп’ютерних iграх буде оптимальною? Яку реалiзацiю вважати отпимальною?
• Як оцiнити ресурси, якi вимагатиме реалiзацiя вказаної математичної мо-

делi з використанням вибраного алгоритму та конкретних програмних та iнших
засобiв?

Цiллю даного дослiдження i була спроба дати вiдповiдi на вказанi та iншi
питання, якi часто можуть виникнути при перенесеннi певних явищ реального
свiту в комп’ютерну гру.

[1] Амосов A.А., ДубинскийЮ.А., Копченова Н.В. Вычислительные методы. –
СПб.: Издательство «Лань», 2014. – 672 с.

[2] Шелл Д. Гемдизайн. – «Альпина Диджитал», 2019. – 550 с.
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Дослiдимо iснування та стiйкiсть як завгодно великого скiнченного числа
циклiв параболiчної системи iз малою дифузiєю. Подiбнi задачi для диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними вивчалися, наприклад, у працях [1,
2].

Розглядається рiвняння

∂u

∂t
= iω0u+ ε

[
(γ + iδ)

∂2u

∂x2
+ (α+ iβ)u

]
+ (d0 + ic0)u2u (1)

з перiодичною умовою
u(t, x+ 2π) = u(t, x), (2)

де ε – малий додатний параметр.
Теорема 1. Нехай ω0 > 0, α > 0, γ > 0, d0 < 0 i для деякого цiлого

n виконується нерiвнiсть α > γn2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при
0 < ε < ε0 задача (1), (2) має перiодичнi вiдносно t розв’язки

un = un(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)) +O(ε),

де rn =
√

(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = ω0 + εβ + εc0r
2
n − εδn2, n ∈ Z.

Цi розв’язки експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, ко-
ли виконується умова (d0r

2
n − γk2)2(γ2k2 + δ2k2 − 2γd0r

2
n − 4γ2n2 − 2δc0r

2
n) >

4γ2n2(c0r
2
n − δk2)2 при всiх k ∈ Z\{0}.

Розглянемо систему

∂u

∂t
= εD

∂2u

∂x2
+A0u+ εA1u+ F (u) (3)

з перiодичною умовою
u(t, x+ 2π) = u(t, x), (4)

де ε – малий додатний параметр, u ∈ R2, функцiя F (u, v) чотири рази неперервно
диференцiйовна вiдносно своїх аргументiв, F (0, 0) = 0, причому F має в нулi
порядок малостi вище першого, A0a = iω0a, ω0 > 0, A∗0b = −iω0b, тут a i b
– власнi вектори матриць A0 i A∗0 вiдповiдно, для яких (a, b) = 1, (ā, b) = 0,
матриця A0 + εA1 має пару власних значень вигляду τ(ε) ± iω(ε), τ(0) = 0,
τ ′(0) > 0, ω(0) = ω0, D = diag(d1, d2), d1 > 0, d2 > 0.

У системi (3) зробимо замiну i зведемо до нормальної форми. Пiсля застосу-
вання схеми доведення теореми 1 одержимо умови iснування та стiйкостi циклiв
системи (3).
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Дослiджено бiфуркацiю циклiв параболiчної системи iз запiзненням та малою
дифузiєю

∂u

∂t
= εD

∂2u

∂x2
+ L(ε)ut + f(ut, ε) (5)

i перiодичною умовою (2). Тут ε – малий додатний паpаметp, u ∈ Rn, L(ε) : C→
Rn – лiнiйний неперервний оператор, f : C × [0, ε0) → Rn, f(ϕ, ε) = O(||ϕ||2)
при ||ϕ|| → 0, оператор f п’ять раз неперервно диференцiйовний вiдносно своїх
аргументiв, ut – елемент простору C = C[−∆, 0], заданий функцiєю ut(θ, x) =
u(t + θ, x), −∆ ≤ θ ≤ 0. Припускається, що нульовий розв’язок системи (5) при
ε = 0 асимптотично стiйкий.

На систему (5) накладено умови, що забезпечують iснування стiйкого ци-
кла при D = 0 i малих ε > 0. Тодi вiдповiдна система рiвнянь на многовидi буде
автономною параболiчною системою двох диференцiальних рiвнянь iз малою ди-
фузiєю. При певних умовах на матрицю D будуть iснувати перiодичнi розв’язки
системи на многовидi. Звiдси випливає iснування циклiв системи (5). Одержано
умови стiйкостi таких циклiв.

[1] Klevchuk I.I. Existence of countably many cycles in hyperbolic systems of di-
fferential equations with transformed argument // J. Math. Sci. – 2016. – 215,
3. – P. 341–349.

[2] Klevchuk I.I. Bifurcation of self-excited vibrations for parabolic systems with
retarded argument and weak diffusion // J. Math. Sci. – 2017. – 226, 3. –
P. 285–295.
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С. Д. Ейдельманом i С.Д. Iвасишеним запропоновано пiдхiд Е-I, який дозво-
ляє повнiстю характеризувати широкi класи U розв’язкiв параболiчних рiвнянь.
Розв’язки з цих класiв визначенi в областях ΠT := (0, t] × Rn i QT := (0, T ] × Ω
, де T > 0, Ω – необмежена область в Rn, i як функцiї просторової змiнної x
мають при |x| → ∞ експоненцiальний рiст максимально можливого порядку iз
залежним вiд часової змiнної t типом. При реалiзацiї пiдходу Е-I для класу U
вирiшуються такi питання : 1) за яких умов iснує i є єдиним розв’язок iз класу
U ; 2) якими є множини початкових значень (при t = 0) розв’язку i в якому сенсi
розв’язок задовольняє початкову умову; 3) за яких умов правильне iнтегральне
зображення розв’язку через його початковi значення? Пiдхiд Е-I багатократно
реалiзовувався багатьма авторами (див. огляд в [1]). Переважна бiльшiсть ре-
зультатiв цiєї реалiзацiї стосувалась визначених у ΠT i QT розв’язкiв параболi-
чних рiвнянь з обмеженими коефiцiєнтами. Якщо коефiцiєнти рiвнянь необме-
жено зростають при |x| → ∞, то подiбних результатiв у лiтературi майже немає,
а для випадку областi QT зовсiм немає.

Тим часом параболiчнi рiвняння зi зростаючими коефiцiєнтами виникають
при математичному моделюваннi реальних процесiв (наприклад, у задачах теорiї
випадкових процесiв, статистичної радiотехнiки). Такими є рiвняння Фоккера–
Планка–Колмогорова нормальних марковських процесiв, у яких деякi коефiцi-
єнти необмежено зростають при |x| → ∞.

Доповiдь присвячена наведенню результатiв реалiзацiї пiдходу Е-I для розв’яз-
кiв в областi Π+

T := (0, T ] × Rn+, де Rn+ := {x = (x1, . . . , xn)| − ∞ < xj < ∞, j ∈
{1, . . . , n− 1}, xn > 0}, рiвняння

∂tu(t, x)−
n∑

j,l=1

ajl∂xj∂xlu(t, x)−
n−1∑
j=1

aj∂xju(t, x)− a0u(t, x)−

−b
n∑
j=1

∂xj (xju(t, x)) = 0, (t, x) ∈ Π+
T , (1)

якi задовольняють одну з крайових умов

B(l)u(t, x)|xn=0 = 0, l ∈ {1, 2}. (2)
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У рiвняннi (1) ajl, aj , a0 i b – заданi дiйснi числа, причому b 6= 0, а матриця
A0 := (ajl)

n
j,l=1 симетрична та додатно визначена. В умовах (2) B(1) = 1, а

B(2) = ∂~νA0
– конормальна похiдна для рiвняння (1), коефiцiєнти групи старших

якого складають матрицю A0.
У дослiдженнях iстотно використовуються результати побудови та вивчен-

ня властивостей однорiдної функцiї Ґрiна зi статтi [2], а також методика, яка
розроблена в працях з огляду в статтi [1].

[1] Iвасишен С. Д. Розв’язки параболiчних рiвнянь iз сiмейств банахових про-
сторiв, залежних вiд часу // Мат. студiї.–2013.–40, № 2.–С. 172–181.

[2] Турчина Н. I. Про вектор-функцiї Ґрiна пiвпросторових задач Дiрiхле
та Неймана для параболiчних рiвнянь другого порядку з особливостями
i виродженнями // Буковинський мат. журн.–2019.–7, № 2.–С. 117–132.
https://doi.org/10.31861/bmj2019.02.117.
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1Нацiональний технiчний унiверситет України “Київський
полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського”, м. Київ, Україна
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2Чернiвецький нацiональний унiверситет iм.Ю.Федьковича, Чернiвцi,

Україна
E-mail: t.fratavchan@chnu.edu.ua, h.ivasjuk@chnu.edu.ua

Нехай n,N, b1, ..., bn– заданi натуральнi числа, r1, ..., rm – невiд’ємнi цiлi чи-
сла, s– найменше спiльне кратне чисел b1, ..., bn, x′ = (x1, ..., xn−1) ∈ Rn−1,
x = (x′, xn) ∈ Rn, T ∈ R– довiльно фiксоване число, Π+

(−∞,T ]
:= {(t, x) ∈ Rn+1|t ∈

(−∞, T ], x′ ∈ Rn−1, xn > 0}, Π
′
(−∞,T ]

:= {(t, x′) ∈ Rn|t ∈ (−∞, T ], x′ ∈ Rn−1}.

В областi Π+
(−∞,T ]

розглядається крайова задача для
−→
2b-параболiчної систе-

ми рiвнянь виглядуIN∂t − ∑
||k||=2s

ak∂
k
x

u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π+
(−∞,T ]

,

 ∑
||k||=rj

bjk∂
k
t,x

u(t, x)|xn=0 = gj(t, x
′), (t, x′) ∈ Π

′
(−∞,T ], (1)

j ∈ {1, ..., Nbn},
де ak i bjk – сталi матрицi вiдповiдно розмiруN×N i 1×N , IN– одинична матриця

порядку N , k – n - вимiрний мультиiндекс, ||k|| =
n∑
j=1

(s/bj)·kj , k = (k, k0) – (n+1)

- вимiрний мультиiндекс, ||k|| = 2sk0+||k||, для крайових умов виконується умова
доповняльностi.

Отриманi такi результати : 1) для задачi (1) встановлено теорему про одно-
значну розв’язнiсть у просторах Гельдера та iнтегральне зображення розв’язкiв
; 2) для розв’язкiв задачi (1) з f ≡ 0 i gj ≡ 0, доведено теореми типу Лiувiлля
(про визначення виду розв’язку за його асимптотичною поведiнкою).
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Дослiджуються нетривiальнi нулi дзета-функцiї Рiмана. Ця функцiя для ком-
плексних чисел s = σ+ it вперше дослiджувалася Б. Рiманом [1]. При σ > 1 вона
визначається як сума узагальненого гармонiйного ряду, тобто

ζ(s) =

∞∑
n=1

h−s.

У критичнiй смузi, тобто коли 0 < σ < 1 цю функцiю доцiльно подати у
виглядi [2; 3]

ζ(s) = f(s) + χ(s)f(1− s), (1)

де χ(s) = πs−
1
2 Γ

(
1− s

2

)(
Γ
( s

2

))−1
, f(s) – деякий аналiтичний вираз.

На критичнiй прямiй, тобто коли σ = 1
2
для функцiї матиме мiсце представ-

лення [4]

ζ

(
1

2
+ it

)
= k(t) expiϕ(t)(1 + exp−2i(θ(t)+ϕ(t))). (2)

Виходячи з цього факту та властивостей функцiї S(T ) (аргументу дзета-
функцii Рiмана на критичнiй прямiй) показано, що майже усi нетривiальнi нулi
належать цiй прямi. Зокрема, доведено, що на вiдрiзку критичної прямої прямо-
кутника D = {0 < σ < 1, 0 < t ≤ T}, N0(T ) кiлькiсть нетривiальних нулiв буде
рiвна

N0(t) =
T

2 pi
ln

T

2 pi
−

T

2 pi
+O(lnT ),

тодi, як поза цим вiдрiзком у даному прямокутнику може бути не бiльше нiж
O(lnT ) нетривiальних нулiв. Щодо останнiх розглянуто деякi частковi випадки
i для них отримано протирiччя. Зокрема, таким чином, доведено, що поза кри-
тичною прямою не може знаходитися скiнченна кiлькiсть нетривiальних нулiв.

[1] Риман Б. О числе простых чисел, не превышающих данной величины:
сочинения. – Москва: ОГИЗ, 1948. – 543 c.

[2] Титчмарш Е.К. Теория дзета-функции Римана. – Москва: ИЛ, 1953. – 409 c.
[3] Edward H.M. Riemann’s Zeta Function. – Acad: Press, 1974. – 317 c.
[4] Крiль С.О. Поведiнка дзета-функцiї Рiмана на критичнiй прямiй. –

Камянець-Подiльський : КПНУ iм. I.Огiєнка, 2020. – 53 c.
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Чернiвцi, Україна
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На сучасному етапi науково-технiчного прогресу, особливо у зв’язку з широ-
ким використанням композитних матерiалiв, iснує нагальна потреба у вивченнi
фiзико-технiчних характеристик таких матерiалiв, що знаходяться в рiзних умо-
вах експлуатацiї, що математично призводить до задачi розв’язування сепаратної
системи диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними другого порядку на
кусково-однорiдному iнтервалi з вiдповiдними початковими та крайовими умо-
вами.

Одним iз ефективних методiв побудови iнтегральних зображень аналiтичних
розв’язкiв алгоритмiчного характеру задач математичної фiзики є метод гiбри-
дних iнтегральних перетворень.

Розглянемо задачу побудови обмеженого в областi

D2 = {(t, r) : t > 0, r ∈ I2}, I2 = (R0;R1) ∪ (R1;R2) ∪ (R2;∞)

розв’язку сепаратної системи трьох диференцiальних рiвнянь з частинними по-
хiдними

Lt[u1] + γ2
1u1 − a2

1Bν1,α1 [u1] = f1(t, r), r ∈ (R0;R1),

Lt[u2] + γ2
2u2 − a2

2B
∗
α3

[u2] = f2(t, r), r ∈ (R1;R2), (1)

Lt[u3] + γ2
3u3 − a2

3Bν2,α2 [u3] = f3(t, r), r ∈ (R2;∞),

з вiдповiдними початковими умовами, умовами спряження та крайовими умова-
ми [1-3].

При R0 = 0 в цiй точцi виконується умова обмеження [1], при R0 > 0 – стан-
дартна крайова умова [2]. Якщо ж ми маємо так званi ”м’якi межi”, то в крайовi
умови та умови спряження входить спектральний параметр [3]. У кожному iз на-
ведених випадкiв побудоване вiдповiдне пряме та обернене гiбридне iнтегральне
перетворення Бесселя-Ейлера-Бесселя, породжене на множинi I2 гiбридним ди-
ференцiальним оператором, доведенi теореми про основну тотожнiсть гiбридного
диференцiального оператора [1-3].

Якщо Lt = d
dt
, то ми маємо задачу теплопровiдностi або дифузiї, якщо Lt =

d2

dt2
, то маємо задачу динамiки.
Усi параметри та оператори, якi беруть участь у постановцi крайової задачi

для системи (1), описанi у вiдповiдних працях[1-3].
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Пряме iнтегральне перетворення Бесселя-Ейлера-Бесселя на полярнiй осi з
двома точками спряження записується у виглядi операторної матрицi-рядка. Ви-
хiдна система та початковi умови записуються в матричнiй формi, i ми засто-
совуємо операторну матрицю-рядок до заданої задачi за правилом множення
матриць.

В результатi отримуємо задачу Кошi для звичайного диференцiального рiв-
няння першого або другого порядку.

Обернене перетворення Бесселя-Ейлера-Бесселя записується у виглядi опе-
раторної матрицi-стовпця, i ми застосовуємо його до побудованого розв’язку за-
дачi Кошi. Пiсля здiйснення певних перетворень ми отримуємо єдиний розв’язок
вихiдної задачi.

Побудованi розв’язки крайових задач мають алгоритмiчний характер, що
дозволяє використовувати їх як у теоретичних дослiдженнях, так i в числових
розрахунках.

[1] Ленюк О.М. Запровадження гiбридного iнтегрального перетворення
Бесселя-Ейлера-Бесселя на полярнiй осi // Крайовi задачi для диференцi-
альних рiвнянь: зб. наук. пр.– Чернiвцi: Прут. – 2011. – Вип. 20. – C. 121-130.

[2] Ленюк О.М. Запровадження гiбридного iнтегрального перетворення
Бесселя-Ейлера-Беселля на полярнiй осi r ≥ R0 > 0 // Крайовi задачi для
диференцiальних рiвнянь: Зб. наук. пр. – Чернiвцi: Прут. – 2012. – Вип.
21(37). – C. 56-66.

[3] Ленюк О.М. Гiбриднi iнтегральнi перетворення типу Бесселя-Ейлера-
Бесселя на полярнiй осi iз спектральним параметром в умовах спряжен-
ня // Крайовi задачi для диференцiальних рiвнянь: Зб. наук. пр.– Чернiвцi:
Прут. – 2010. – Вип.19. Частина 1. – C. 59-73.
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Вивчаємо задачу

Dβt u−A(x,D)u = R1(x)g(t) +R2(x, t), (x, t) ∈ Q := Rn × (0, T ], (1)

u(x, 0) = F1(x), x ∈ Rn, (2)
1

T

∫ T

0
u(x, t)η1(t)dt = Φ1(x), x ∈ Rn (3)

визначення пари (u,R1), де F1, R2, g, Φ1, η1 – заданi функцi, A(x,D)u – лiнiй-
ний елiптичний диференцiальний вираз другого порядку, Dβt u – похiдна Капуто-
Джрбашяна порядку β ∈ (0, 1) функцiї u.

При a > 0 визначено [1] простори типу Шварца Sγ,(a)(Rn) = {v ∈ S(Rn) :

|Dαv(x)| ≤ Cα,δ(v)e−(a−δ)|x|
1
γ
, x ∈ Rn, ∀ α, ∀ δ > 0}.

Нехай S̃γ,(a)(Rn) =
{
v ∈ Sγ,(a)(Rn) :

||v||k,(a) = max[||v||k,a, ||Av||k,a] < +∞ ∀k ∈ N, k ≥ 2
}
,

C2,β(Q̄) = {v, vt ∈ C(Q̄) : Av,Dβt v ∈ C(Q)}, S̃γ,(a)(Q̄) – простiр таких функцiй
v ∈ C2,β(Q̄), що v(·, t) ∈ S̃γ,(a)(Rn) для кожного t ∈ [0, T ],

(
G0(x, t, y, τ), G1(x, t, y)

)
– вектор-функцiя Грiна [2] задачi Кошi (1), (2). Оцiнки компонент вектор-функцiї
Грiна одержанi, зокрема, в [2,4]. При n ≥ 3, наприклад, маємо

|G0(x, t, y, τ)| ≤ C0|x−y|2−n
t−τ e

−c
( |x−y|2

(t−τ)β

) 1
2−β

,
(x, t), (y, τ) ∈ Q, (x, t) 6= (y, τ),

|G1(x, t, y)| ≤ C0t
−β

|x−y|n−2 e
−c
( |x−y|2

tβ

) 1
2−β

, x, y ∈ Rn, t ∈ [0, T ], де c, C0 – додатнi

сталi, c < c0 = (2− β)
(
ββ

4

) 1
2−β для A(x,D) = ∆.

Вважаємо, що добутки коефiцiєнтiв оператора A(x,D) i всiх їхнiх похiдних
iз функцiями з S̃γ,(a)(Rn) належать S̃γ,(a)(Rn),

(A) : g, η1 ∈ C[0, T ], 0 < gmin ≤ g(t) ≤ gmax, η1(t) ≥ 0, t ∈ [0, T ],∫ T
0 tβη1(t)dt 6= 0.

Теорема 1. За припущень γ ≥ 1, 0 < aT
β
2γ ≤ c, R2 ∈ S̃γ,(a)(Q̄), F1,Φ1 ∈

S̃γ,(a)(Rn) i умови (А) iснує T0 ∈ (0, T ] i єдиний розв’язок (u,R1) ∈ S̃γ,(a)(Q̄) ×
S̃γ,(a)(Rn) задачi (1)-(3) для кожного T ∈ (0, T0].
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Нехай Cb(Rn) – простiр обмежених функцiй в Rn, C0(Rn) – простiр непе-
рервних функцiй iз Cb(Rn), якi спадають до нуля на нескiнченностi, M(Rn) =
{v ∈ C0(Rn) ∩W 2

q,loc(R
n) (q > n) : Av ∈ C0(Rn)},M(Q) = {v ∈ C2,β(Q̄) : v(·, t) ∈

M(Rn) ∀t ∈ [0, T ]}.

Теорема 2. За умов F1,Φ1 ∈ M(Rn), R2 ∈ M(Q) i (А) iснує T0 ∈ (0, T ] i
єдиний розв’язок (u,R1) ∈M(Q)×M(Rn) задачi (1)–(3) для кожного T ∈ (0, T0].

Одержано зображення розв’язку задачi. Функцiя R1(x) виражається через u,
u – розв’язок iнтегрального рiвняння Фредгольма другого роду в Q̄ при деякому
T ∈ (0, T0]. Знайшовши R1(x), x ∈ Rn, матимемо розв’язок задачi (1), (2) у Q
при довiльному скiнченному T > 0 у виглядi

u(x, t) =
t∫
0

dτ
∫
Rn

G0(x, t, y, τ)[R1(y)g(τ) +R2(y, τ)]dy

+
∫
Rn

G1(x, t, y)F1(y)dy, (x, t) ∈ Q̄.

Подiбнi результати одержано для лiнiйного елiптичного диференцiального
виразу A(x,D)u порядку 2b за умов [4].

[1] Гельфанд И.И. и Шилов Г.Е. Пространства основных и обобщенных фун-
кций. – Москва: Физматгиз, 1958. – 307 с.

[2] Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Kochubei A.N. Analytic methods in the theory of
differential and pseudo-differential equations of parabolic type. – Basel-Boston-
Berlin: Birkhauser Verlag, 2004.

[3] Кочубей А.Н. Задача Коши для эволюционных уравнений дробного порядка
// Дифференц. уравнения. – 1989. – 25, 8. – C. 1359-1368.

[4] Матiйчук М.I. Про зв’язок мiж фундаментальними розв’язками параболi-
чних рiвнянь i рiвнянь з дробовими похiдними // Буковинський математи-
чний журнал. – 2016. – 4, 3-4. – C. 101-114.
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Доволi багато процесiв в самих рiзних областях науки можна описати за
допомогою диференцiальних рiвнянь. Особливо добре це вiдчувається в таких
науках, як фiзика, хiмiя, астрономiя тощо.

Теорiя диференцiальних рiвнянь надзвичайно широка, а тому її засоби ви-
користовуються дуже широко у вирiшеннi найрiзноманiтнiших задач, зокрема
фiзичних. Яскравим прикладом таких засобiв є диференцiальнi рiвняння в ча-
стинних похiдних. За допомогою них описується досить широкий спектр задач,
багато з яких мають прикладне застосування. Доволi цiкавими в планi прикла-
дного застосування є полiгармонiчнi рiвняння та їх системи. З їх використанням
описуються доволi рiзноманiтнi задачi, багато з яких мають пряме або опосе-
редковане прикладне застосування. Найпростiшими представниками полiгармо-
нiчних рiвнянь є так званi гармонiчнi рiвняння. Доволi вiдомим представником
даної групи є так зване рiвняння Лапласа ∆u = 0.

За допомогою даного рiвняння та рiзних крайових умовах накладених на
нього описують рiзнi фiзичнi задачi. Наведемо кiлька прикладiв. Для початку
можна згадати задачу про установлений рух нестискуваної рiдини. Можна по-
казати, що даний процес можна описати наступним рiвнянням:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0.

Накладаючи певнi, для прикладу, граничнi умови, отриману математичну мо-
дель є сенс використовувати в дослiдженнях, пов’язаних з рухом рiдини в певних
конструкцiях, наприклад, трубах.

Аналогiчно можна описати деякi задачi, пов’язанi з теплопровiднiстю. Рiвня-
ння Лапласа, аналогiчне останньому, можна використовувати для опису ситуацiї,
коли мається певне тверде тiло з установленою в ньому температурою. При глиб-
шому дослiдженнi даної задачi є сенс накласти першу або другу крайовi задачi
(так званi задача Дiрiхле та задача Неймана, вiдповiдно).

Неоднорiдним випадком рiвняння Лапласа є рiвняння Пуассона, яке має на-
ступний вигляд: ∆u = f . Воно, як i рiвняння Лапласа, має доволi широке за-
стосування в фiзицi. Наведемо деякi задачi, якi можуть зводитися до обох вище
згаданих рiвнянь:

1. Задачi про стацiонарний розподiл температур в iзотропному тiлi. При вiд-
сутностi джерел або поглиначiв тепла процес описується рiвнянням Лапласа, при
їх наявностi — рiвнянням Пуассона.
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2. Задача про установлену течiю нестискуваної рiдини. При вiдсутностi роз-
подiлених джерел чи стокiв рух рiдини опишеться рiвнянням Лапласа, у випадку
ж їх наявностi — рiвнянням Пуассона.

3. Потенцiал електричного поля при вiдсутностi зарядiв описується рiвнян-
ням Лапласа, а при наявностi — рiвнянням Пуассона.

Варто вiдзначити, що з точки зору практичного застосування не менш цiн-
ними є рiвняння з вищим порядком гармонiчностi. Яскравим прикладом є бi-
гаромнiйне рiвняння. Мабуть, самим простим представником даного сiмейства
рiвнянь є рiвняння виду

∆2u = ∆∆u = 0 (1)
За допомогою цього рiвняння, а точнiше крайових задач, наприклад, задач Дiрi-
хле, застосованих до нього, може бути описана задача про прогин тонкої пласти-
ни, форма якої якраз задається задачею Дiрiхле. Отримана в результатi викори-
стання рiвняння (1) як частини системи диференцiальних рiвнянь модель може
використовуватися, для прикладу, при дослiдженнi надiйностi рiзних покриттiв,
що є доволi важливим аспектом, наприклад, в будiвництвi.

[1] Терентьев А. Г., Казакова А. О. Численное решение краевых задач полигар-
монического уравнения // Журнал вычислительной математики и матема-
тической физики. – 1974. – 52, №11. – C. 2050-2059

[2] Микишанина Е. А. Краевые задачи для неоднородных систем полигармо-
нических уравнений с приложениями в теории тонких оболочек и пла-
стин // Вестник пермского национального исследовательского политехни-
ческого университета. Механика. – 2019. – № 4. – C. 136-144.
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Ми дослiджуємо структуру фундаментальних матриць розв’язкiв задачi Ко-
шi (ФМРЗК) для вироджених параболiчних систем типу дифузiї з iнерцiєю.

Нехай nj ∈ N,n ∈ N, n1 ≥ ... ≥ np, p ∈ N , j = 1, p. x = (x1, ..., xp), xj =

(x11, ..., xnj) ∈ Rnj , ξ = (ξ1, ..., ξp), ξj ∈ Rnj , n0 =
p∑
j=1

nj .

Розглянемо задачу Кошi

Lu = ∂tu (t, x)−
p−1∑
j=1

nj+1∑
l=1

xjl∂xj+1lu (t, x)−

−
∑
|k|≤2b

Ak (t, x)Dkx1
u (t, x) = 0, (1)

u(t, x)|t=τ = u0(x), 0 ≤ τ ≤ t ≤ T < +∞, x ∈ Rn0 , (2)
де система

∂tu(t, x) =
∑
|k|≤2b

Ak(t, x)Dkx1
u(t, x), (3)

рiвномiрно параболiчна за Петровським в Π[0,T ] = {(t, x), x ∈ Rn0 , 0 ≤ t ≤ T},
(x2, ..., xp)-параметри.

Нехай

ρ1j(t, σ, c) =
k−2∑
µ=1

tµ−1

(µ−1)!
C1jµ + tk−1

(k−1)!
σkj , j = nk+1, nk, k = 2, p, ρij = σ1j , n2 ≤

j ≤ n1.
ρ1(t, σ, c) = (ρ11, ..., ρ1n2 , σ1n2+1, ..., σ1n1 )
Теорема 1. Якщо
1)∀(t0, x0) ∈ Π[0,T ] матриця

∑
|k|=2b

Ak(t0, x0)ρk1

комутує iз
∑
|k|=2b

Ak(t0, x0)
t∫
τ
ρk1(β, σ, c)dβ,

2) коефiцiєнти Ak(t, x) обмеженi i неперервнi по t, x; рiвномiрно неперервнi
по t при |k| = 2b, задовольняють умову Гельдера по x з показником 0 < α ≤ 1
рiвномiрно по t, то iснує ФМРЗК (1)-(2)

Γ(t, x; τ, ξ) = G(t, x; τ, ξ; ξ) +

t∫
τ

dβ

∫
Rn0

G(t, x;β, γ, γ)ϕ(β, γ; τ, ξ)dξ,

де G(t, x; τ, ξ, ξ) -ФМРЗК системи iз замороженими коефiцiєнтами, ϕ-шукана
функцiя iз LΓ = 0.
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[1] Malytska H. P. and Burtnyak I. V. Degenerate parabolik systems of the diffusion
type with inertia // Journal of Mathematical Sciences – 2020. – Vol. 249, 3. –
C. 355-368.
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Дослiдженням нелокальних задач у рiзних аспектах займалося багато мате-
матикiв, використовуючи при цьому рiзнi методи.

У роботi одержанi важливi результати щодо коректної розв’язностi та побу-
дови розв’язкiв, сформульовано умови регулярностi та нерегулярностi крайових
умов для диференцiально-операторних рiвнянь.

Розглянемо диференцiально-операторне рiвняння

∂u(t, x)

∂t
+ ϕ(i∂/∂x)u(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× R = Ω, (1)

де ϕ(i∂/∂x) = F−1[ϕF ] – псевдодиференцiальний оператор у просторi S1/α
1 , по-

будований за функцiєю-символом ϕ, F , F−1 – пряме та обернене перетворення
Фур’є.

Пiд розв’язком рiвняння (1) розумiємо функцiю u(t, x), (t, x) ∈ Ω, неперервно
диференцiйовну за змiнною t, u(t, ·) ∈ S1/α

1 при кожному t > 0; u(t, x), (t, x) ∈ Ω,
задовольняє рiвняння (1).

Поставимо таку нелокальну багатоточкову за часом задачу: знайти розв’язок
рiвняння (1), який задовольняє умову

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µku(tk, ·) = f, f ∈ (S
1/α
1,∗ )′, (2)

де граничне спiввiдношення розглядається в просторi (S
1/α
1 )′,m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂

(0,∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0,+∞), – фiксованi числа, 0 < t1 < · · · < tm, µ > m

m∑
k=1

µk,

узагальнена функцiя f – згортувач у просторi S1/α
1 .

Теорема 1. Нелокальна багатоточкова за часом задача (1), (2) коректно
розв’язна. Розв’язок визначається формулою

u(t, x) = f ∗G(t, x), (t, x) ∈ Ω,

деG – фундаментальний розв’язок багатоточкової задачi для рiвняння (1),G(t, x) =

F−1[Q(t, σ)](x), Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ), Q1(t, σ) = exp(−tϕ(σ)), Q2 =
(
µ −

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)
)−1

– мультиплiкатор у просторi S1
1/α

.
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Дослiджено поведiнку розв’язку u(t, ·) при t → +∞ (стабiлiзацiя розв’язку)
у просторах типу S′.

Теорема 2. Нехай u(t, x), (t, x) ∈ Ω, – розв’язок нелокальної за часом задачi
(1), (2). Тодi u(t, x)→ 0 при t→ +∞ у просторi (S

1/α
1 )′.

Якщо узагальнена функцiя f в умовi (2) є фiнiтною (тобто носiй f (supp f)
– обмежена множина в R), то можна говорити про рiвномiрне прямування на
R до нуля при t → +∞ розв’язку задачi (1), (2). Зазначимо, що кожна фiнiтна
узагальнена функцiя є згортувачем у просторах типу S. Ця властивiсть випливає
iз загального результату, який вiдноситься до теорiї досконалих просторiв [1].

Теорема 3. Нехай u(t, x), (t, x) ∈ Ω, – розв’язок задачi (1), (2) iз початковою
функцiєю f в умовi (2), яка є елементом простору (Sβ1 )′ ⊂ (S

1/α
1 )′, β > 1, i suppf

– обмежена множина в R. Тодi u(t, x)→ 0 при t→ +∞ рiвномiрно на R.

[1] Гельфанд И.М., Шилов Г.Е. Пространства основных и обобщенных фун-
кций. – М.: Физматгиз, 1958. – 307 с.

156



Ганна Маслюк

Про одновимiрнi крайовi задачi з
параметром у просторах Гельдера

Нацiональний технiчний унiверситет України
“Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського”,

Київ, Україна
E-mail: masliuk@matan.kpi.ua

Нехай задано вiдрiзок [a, b] ⊂ R, цiлi числаm ≥ 1, n ≥ 0 i r ≥ 2 та дiйсне число
α таке, що 0 < α ≤ 1. Введемо простори Гельдера (Cn,α)m := Cn,α([a, b],Cm) та
(Cn,α)m×m := Cn,α([a, b],Cm×m).

Зафiксуємо число ε0 > 0. Розглянемо лiнiйну крайову задачу, для систем m
диференцiальних рiвнянь r-го порядку, залежну вiд параметра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)y(t, ε) ≡ y(r)(t, ε) +

r∑
j=1

Ar−j(t, ε)y
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), t ∈ [a, b], (1)

B(ε)y(·, ε) = c(ε). (2)
Тут для кожного ε ∈ [0, ε0) вектор-функцiя y(·, ε) ∈ (Cn+r,α)m є шуканою,

а всi матрицi-функцiї Ar−j(·, ε) ∈ (Cn,α)m×m, де j ∈ {1, ... , r}, вектор-функцiя
f(·, ε) ∈ (Cn,α)m, лiнiйний неперервний оператор B(ε) : (Cn+r,α)m → Crm i
вектор c(ε) ∈ Crm є довiльно вибраними. Для крайової задачi (1), (2) введемо
такi граничнi умови при ε→ 0+:

(0) Однорiдна крайова задача при ε = 0 має лише тривiальний розв’язок.

(I) Ar−j(·, ε) → Ar−j(·, 0) у просторi (Cn,α)m×m для кожного номера j ∈
{1, ... , r};

(II) B(ε)y → B(0)y у просторi Crm для довiльної вектор-функцiї y ∈ (Cn+r,α)m;

(III) f(·, ε)→ f(·, 0) у просторi (Cn,α)m;

(IV) c(ε)→ c(0) у просторi Crm.

Означення. Розв’язок крайової задачi (1), (2) неперервно залежить вiд пара-
метра ε при ε = 0 у просторi (Cn+r,α)m, якщо виконуються такi двi умови:

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для кожного ε ∈ [0, ε1) i будь-яких пра-
вих частин f(·, ε) ∈ (Cn,α)m та c(ε) ∈ Crm, ця задача має єдиний розв’язок
y(·, ε) ∈ (Cn+r,α)m.

(∗∗) З граничних умов (III) i (IV) випливає збiжнiсть розв’язкiв y(·, ε)→ y(·, 0)
у просторi (Cn+r,α)m при ε→ 0+.

Теорема 1. Для того, щоб розв’язок крайової задачi (1), (2) неперервно
залежав вiд параметра ε при ε = 0 у просторi (Cn+r,α)m необхiдно i достатньо,
щоб ця задача задовольняла умову (0) i граничнi умови (I) та (II).

Також у роботi [1] доведено, що похибка i нев’язка цих розв’язкiв мають
однаковий порядок малостi при ε→ 0+ у вiдповiдних просторах Гельдера.
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Для систем звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r = 1, цi задачi було
дослiджено В. А. Михайлецем, О. О. Мурачем та В. О. Солдатовим у роботi [2].

[1] Masliuk H., Soldatov V. One-dimensional parameter-dependent boundary-value
problems in Hölder spaces// Methods of Functional Analysis and Topology. –
2018. – V. 24, no. 2, P. 143 – 151.

[2] Mikhailets V. A., Murach A. A., Soldatov V. Continuity in a parameter of
solutions to generic boundary-value problems// Electron. J. Qual. Theory Differ.
Equ. – 2016. – no. 87, P. 1 – 16.
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У данiй роботi дослiджуються застосування схем апроксимацiї диференцiально-
рiзницевих рiвнянь [1-3] до наближеного знаходження неасимптотичних коренiв
квазiполiномiв та аналiзу стiйкостi розв‘язкiв систем лiнiйних диференцiальних
рiвнянь iз запiзненням.

Розглянемо лiнiйну систему iз запiзненням

dx(t)

dt
=

k∑
i=0

Aix(t− τi), (1)

де x ∈ Rn, Ai, i = 1, k – n × n сталi матрицi, 0 = τ0 < τ1 < ... < τi = τ ,
квазiполiном для системи (1) має вигляд:

Φ(λ) = det(λE −
k∑
i=0

Aie
−λτi ), (2)

Системi (1) поставимо у вiдповiднiсть апроксимуючу систему звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь [1-3]

dz0(t)

dt
=

k∑
i=0

Aizli (t), li = [
τim

τ
],

dzi(t)

dt
= µ(zi−1(t)− zi(t)), i = 1,m, µ =

m

τ
. (3)

Для характеристичного рiвняння апроксимуючої системи (3) має мiсце спiв-
вiдношення [1-2]

Ψm(λ) = det(λE −
k∑
i=0

Ai(
µ

µ+ λ
)li )(µ+ λ)mn. (4)

i послiдовнiсть функцiй

Hm(λ) =
Ψm(λ)

(µ+ λ)mn
,m ∈ N, (5)

збiгається при m→∞ до квазiполiнома (2) [2-3].
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Безпосереднє обчислення нулiв квазiполiнома (2) або аналiз їх локалiзацiї є
достатньо складню задачею, особливо для систем високого порядку. Для побудо-
ви алгоритмiв наближення неасимптотичних коренiв квазiполiнома (2) коренями
характеристичного многочлена (4) важливою є така теорема.

Теорема 1. Якщо нульовий розв’язок рiвняння (1) експоненцiально стiйкий
(нестiйкий), тодi iснує m0 > 0, таке, що при m ≥ m0 нульовий розв’язок системи
вiдповiдної апроксимуючої системи експоненцiально стiйкий (нестiйкий). Якщо
для всiх m ≥ m0 нульовий розв’язок системи вiдповiдної апроксимуючої систе-
ми експоненцiально стiйкий (нестiйкий), то й нульовий розв’язок рiвняння (1)
експоненцiально стiйкий (нестiйкий).

Обчислюючи нулi характеристичного рiвняння (4) апроксимуючої системи
звичайних диференцiальних рiвнянь при рiзних значеннях запiзнень за допо-
могою стандартних процедур у спецiалiзованих пакетах Mathematica, Maple,
Mathlab, MathCad, для яких зберiгається стiйкiсть нульового розв‘язку системи
(3), знаходимо область значень запiзнень, для яких вихiдна система iз запiзнен-
ням (1) є експоненцiально стiйкою.

Використовуючи апроксимуючу систему 3 та наведену теорему 1, в роботi
[4] запропоновано алгоритм побудови коефiцiєнтних областей стiйкостi лiнiйних
диференцiально-рiзницевих рiвнянь.

[1] Матвiй О.В.,Черевко I.М. Про апроксимацiю систем iз запiзненням та їх
стiйкiсть // Нелiнiйнi коливання. – 2004. – 7, 2. – C. 208-216.

[2] Матвiй О.В., Пернай С.А., Черевко I.М. Про стiйкiсть лiнiйних систем iз
запiзненням // Наук. Вiсник Чернiвецького ун-ту: Зб. Наук. пр.. Вип. 421.
Математика – Чернiвцi: Рута, 2008. –c. 66-70.

[3] Iлiка С.А., Пiддубна Л.А., Тузик I.I., Черевко I.М. Апроксимацiя лiнiйних
диференцiально-рiзницевих рiвнянь та її застосування // Буковинський
математичний журнал. – 2018. – 6, 3-4. – C. 80-83.

[4] 4. Клевчук I.I., Пернай С.А. , Черевко I.М.Побудова областей стiйкостi
лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь // Доповiдi НАН України. –
2012. – 7, C. 28-34.
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Чим довше ми живемо, то бiльше повиннi вiдчувати потребу дякувати Богу,
небу, землi i людям за все, що маємо, i пам’ятати про тих, хто вiдiйшов у небуття.

У Чернiвецькому унiверситетi iменi Юрiя Федьковича 11-14 жовтня 2006 ро-
ку вiдбулася Мiжнародна наукова конференцiя ”Диференцiальнi рiвняння та їх
застосування”, яка була присвячена пам’ятi Самуїла Давидовича Ейдельмана.
С.Д.Ейдельман – визначний український математик, випускник унiверситету,
фундатор кафедри, засновник математичної школи диференцiальних рiвнянь iз
частинними похiдними.

Почавши працювати на кафедрi в 1948 роцi лаборантом, вiн активно займав-
ся науковою роботою, захистив 1953 року в Львовi кандидатську дисертацiю, а
вже в 1959 роцi – в Московському унiверситетi докторську дисертацiю. З 1960
року очолив кафедру, 1964 року в Москвi у видавництвi "Наука"вийшла його
фундаментальна праця "Параболические системы".

Самуїл Давидович читав новi спецкурси, продуктивно займався з аспiран-
тами. У 1963 роцi першим з його учнiв захистив дисертацiю С.Д.Iвасишен. Вiн
керував також пiдготовкою дисертацiй Б.I.Гольця, Я.Б.Лiпка, опонував дисер-
тацiю В.В.Крехiвського тощо.

Але перiод першої половин 60-х рокiв в унiверситетi був нелегкий. Не всiм
було комфортно, легше було тим, хто славив до небес КПРС. У країнi визрiвали
iдеї дисидентського руху (однi страждали вiд антисемiтизму, iншi вiд шовiнiзму).

Новий навчальний рiк 1963-1964 Самуїл Давидович починав у Воронезько-
му полiтехнiчному iнститутi на посадi завiдувача кафедри вищої математики,
за сумiсництвом працював у Воронезькому унiверситетi. У 1968 роцi переїхав до
Києва i працював завiдувачем кафедрою у КВIРТi та Соломоновому унiверси-
тетi.

У київський перiод життя Самуїл Давидович щорiчно читав лекцiї виклада-
чам i студентам нашого факультету, гостював у нас разом з дружиною Тетяною
Георгiївною, яка була справжньою професоркою у життєвих питаннях.

Пiд керiвництвом Самуїла Давидовича 17 випускникiв Чернiвецького унiвер-
ситету стали кандидатами наук, зокрема, мої студенти Ганна Милицька, Любов
Тичинська, Ярослав Дрiнь, Олександр Фiрдман. Науковий ступiнь доктора наук
здобули Михайло Матiйчук (1980), Степан Iвасишен (1981), Микола Житарашу
(1987), Валентин Репнiков (1989).

Логiчним продовженням роздiлiв книги “Параболические системы” є моно-
графiї С.Д.Iвасишена “Матрица Грина параболических граничных задач” (1990),
М.В.Житарашу i С.Д.Ейдельмана “Параболические граничные задачи” (1992),
М.I.Матiйчука "Сингулярнi параболiчнi крайовi задачi"(1999), “Параболiчнi та
елiптичнi задачi з особливостями” (2003), “Параболiчнi та елiптичнi задачi у про-
сторах Дiнi” (2010). Вiтчизняними i зарубiжними математиками видано бiльше
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сотнi праць з посиланнями на монографiї i публiкацiї С.Д.Ейдельмана чернiве-
цького перiоду життя.

Як справжнiй учитель Самуїл Давидович залишив слiд у життi не тiльки ви-
пускникiв Чернiвецького унiверситету, але й iнших установ i мiст Києва, Вороне-
жа, Алма-Ати, часто програмуючи їхнi дiї на багато рокiв наперед. Вiн допомiг
у науковiй роботi також своїм дiтям. У творчому доробку С.Д.Ейдельмана бiль-
ше 300 наукових i науково-методичних праць. Найбiльше спiльних публiкацiй – з
С.Д.Iвасишеним, В.А.Кондратьєвим, А.Н.Кочубеєм, А.О. Чiкрiєм, Ф.О.Порпером
та iншими.

На факультетi є "Аудиторiя iменi Самуїла Давидовича Ейдельмана". У нiй
на стендах вiдображено його життєвий шлях, науково-педагогiчнi здобутки, вiй-
ськовi та iншi заслуги. Самуїл Давидович був талановитим ученим, чудовим
педагогом, людиною з великим iнтелектом i веселою вдачею.

[1] С.Д.Iвасишен. Самуїл Давидович Ейдельман у спогадах. – Чернiвцi: Рута,
2008. – 151 c.
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Математичне моделювання застосовується до великої кiлькостi екологiчних
об’єктiв i розв’язує рiзноманiтнi екологiчнi задачi.

Центральне мiсце в екологiї займають задачi динамiки чисельностi бiоло-
гiчних популяцiй. Довгий час такими моделями були моделi з зосередженими
параметрами. Нинi бiльш широко вивчаються моделi з розподiленими параме-
трами, зокрема моделi вiкової структури бiологiчних популяцiй.

У данiй роботi дослiджується вплив вiкової структури на умови виживання
бiологiчних видiв.

Базова модель динамiки вiкової структури iзольованої популяцiї має вигляд
[1]

∂x

∂t
+
∂x

∂τ
= −d(τ, x)x, τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, x)x(τ, x)dτ, t > 0, (1)

x(τ, 0) = ϕ(τ), τ ≥ 0,

де x(τ, t) – вiкова щiльнiсть особин вiку τ в момент часу t, d(τ, x), b(τ, x) – не-
вiд’ємнi функцiї виживання та народжуваностi, вiдповiдно, ϕ(τ) – початковий
розподiл.

Але популяцiї, як правило, не iснують iзольовано, тому важливий вплив на
динамiку чисельностi мають мiжвидовi взаємодiї.

Припустимо, що бiологiчне угрупування складається з n видiв з вiковими
щiльностями xi(τ, t) , i = 1, n. Задача полягає в тому, щоб визначнити який з
видiв має бiльше шансiв на виживання. Цю проблему вивчають, як правило, за
умови сталостi загальної чисельностi особин у системi, тобто

n∑
i=1

∞∫
0

xi(τ, t)dτ = C = const. (2)

Моделi процесiв виживання будуються на основi (1) з урахуванням умов
(2) шляхом уточнення рiвнянь системи (1), а саме вибору виразiв для функцiй
d(τ, x), b(τ, x).

Це можна здiйснити рiзними способами, але особливий iнтерес викликають
два випадки. Це модифiкацiя рiвняння виживання та рiвняння народжуваностi
системи (1).

В роботi сконструйовано такi моделi та проведено їх аналiз. Встановлено
умови виживання видiв, якi можуть бути використанi в задачах рацiональної
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експлуатацiї екосистем. Наведено ряд модельних прикладiв для гiпотетичних
екосистем.

[1] Маценко В.Г.Математичне моделювання динамiки вiкової структури бiо-
логiчних популяцiй // Чернiвцi: Чернвецький нац. ун-т iменi Ю. Федько-
вича, 2018. – 191 с.
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2Iнститут прикладних проблем механiки i математики
iм. Я.С.Пiдстригача НАН України, Чернiвцi, Україна
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Клас вироджених параболiчних рiвнянь типу Колмогорова довiльного поряд-
ку з коефiцiєнтами, не залежними вiд просторових змiнних (пiдклас E0

21 класу
E21 за термiнологiєю монографiї [1]), означений С. Д. Ейдельманом i Г. П. Ма-
лицькою в працях [2, 3]. Дослiдженню рiвнянь з цього класу присвяченi пра-
цi С. Д. Ейдельмана, Г. П. Малицької, Л. М. Тичиської, С. Д. Iвасишена та
Л. М. Андросової. Для таких рiвнянь побудовано фундаментальний розв’язок
задачi Кошi (ФРЗК), дослiджено його властивостi i за їх допомогою доведено
теореми про iснування та єдинiсть розв’язкiв задачi Кошi та встановлено якiснi
властивостi розв’язкiв. Якщо ж коефiцiєнти рiвняння залежать вiд усiх змiнних,
тобто рiвняння належить до класу E21, то побудова i дослiдження ФРЗК iстотно
ускладнюється. Крiм традицiйних, виникають серйознi труднощi, якi пов’язанi
з виродженiстю рiвняння.

Нехай b, n, n1, n2 i n3 – заданi натуральнi числа такi, що n1 ≥ n2 ≥ n3 ≥ 1 i
n = n1 +n2 +n3, N3 := {1, 2, 3}, mj = j+ 1/(2b)− 1, j ∈ N3. Будемо вважати, що
просторова змiнна x ∈ Rn складається з трьох груп змiнних x := (x1, x2, x3), де
компоненти xj := (xj1, ..., xjnj ) ∈ Rnj , j ∈ N3. Вiдповiдно до цього мультиiндекс
k ∈ Zn+ записуватимемо у виглядi k := (k1, k2, k3), де kj := (kj1, ..., kjnj ) ∈ Znj+ ,

j ∈ N3, при цьому |k| :=
3∑
j=1
|kj |, |kj | :=

nj∑
l=1

kjl, j ∈ N3. Будемо користуватися

такими позначеннями: ΠH := {(t, x)|t ∈ H,x ∈ Rn}, якщо H ⊂ R; ∆z
xf(·, x, ·) :=

f(·, x, ·)− f(·, z, ·), ∆zs
xsf(·, x, ·) := ∆z(s)

x f(·, x, ·), s ∈ N3, z(1) := (z1, x2, x3), z(2) :=

(x1, z2, x3), z(3) := (x1, x2, z3), X1(t) := x1, X2(t) := (x21 + tx11, ..., x2n2 + tx1n2 ),
X3(t) := (x31 + tx21 + 2−1t2x11, ..., x3n3 + tx2n3 + 2−1t2x1n3 ), t ∈ R.

Розглядається рiвняння(
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j −
n3∑
j=1

x2j∂x3j −A(t, x, ∂x1 )
)
u(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Π(0,T ], де A(t, x, ∂x1 ) :=
∑

|k1|≤2b

ak1
(t, x)∂k1

x1 ,

за таких припущень: 1) вираз ∂t−A(t, x, ∂x1 ) є рiвномiрно параболiчним на Π[0,T ];
2) коефiцiєнти ak1

, |k1| ≤ 2b, є комплекснозначними неперервними й обмеженими
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функцiями на Π[0,T ]; 3) iснують сталiHj > 0, j ∈ N3, числа αj ∈ (0, 1), j ∈ N3, що
для всiх h ∈ [0, T ] та {(t, x), (t, z(1)), (t, z(2)), (t, z(3))} ⊂ Π[0,T ] : |∆z1

x1ak1
(t, x)| ≤

H1|x1 − z1|α1 , |∆zs
xsak1

(t, x)| ≤ Hs(hmsαs + |Xs(h)− zs|αs ), s ∈ {2, 3}, |k1| ≤ 2b.
За цих умов побудовано класичний ФРЗК Z, отримано оцiнки функцiї Z та

оцiнки для тих похiдних вiд Z, що входять у рiвняння.
Як i у випадку рiвняння другого порядку [4] процедура побудови ФРЗК скла-

дається з трьох етапiв. На кожному етапi побудови ФРЗК iстотну роль вiдiгра-
ють властивостi об’ємних потенцiалiв ядром яких є вiдповiдний параметрикс i
якi залежать вiд параметрiв. Встановленi оцiнки ФРЗК є менш точними, нiж та-
кi ж оцiнки ФРЗК для рiвнянь другого порядку з працi [4], оскiльки оцiнювальнi
функцiї в них є не експоненти, а ряди експонент, типи спадання яких прямують
до нуля. Отриманi результати знайдуть застосування до встановлення коректної
розв’язностi та iнтегральних зображень розв’язкiв задачi Кошi для рiвнянь з
розглядуваних класiв.

[1] Eidelman S. D., Ivasyshen S. D., Kochubei A. N. Analytic methods in the
theory of differential and pseudo-differential equations of parabolic type. —Basel:
Birkhäuser, 2004. — 390 p. —Ser. Operator Theory: Adv. and Appl. — Vol.152.
https://doi.org./10.1007/978-3-0348-7844-9.

[2] Малицкая А. П. Фундаментальные решения одного класса вырождающи-
хся параболических уравнений // Приближенные методы интегрирования
дифференциальных и интегральных уравнений. —Киев: Киев. пед. ин-т,
1973. —C. 109–130.

[3] Эйдельман С. Д., Малицкая А. П. О фундаментальных решениях и стаби-
лизации решения задачи Коши для одного класса вырождающихся парабо-
лических уравнений // Дифференц. уравнения. — 1975. —11, 7. —C. 1316–
1330.

[4] Iвасишен С. Д., Мединський I. П. Про класичнi фундаментальнi розв’язки
задачi Кошi для ультрапараболiчних рiвнянь типу Колмогорова з двома
групами просторових змiнних // Мат. методи та фiз.-мех. поля. — 2016. —
59, 2. —C. 28–42.
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Введемо позначення: m, n, k – заданi натуральнi числа, m ≤ n; N := m+ n;
x ≡ (x1, . . . , xn) ∈ Rn, y ≡ (y1, . . . , ym) ∈ Rm, z ≡ (z1, . . . , zk) ∈ Rk+, де Rk+ :=

{z = (z1, . . . , zk) ∈ Rk|zi > 0, i ∈ {1, . . . , k}}; RN+k
+ := RN ×Rk+.

Розглянемо задачу Кошi для функцiї u = u(t, x, y, z)

∂tu =

n∑
j,l=1

ajl∂xj∂xlu+ β

n∑
j=1

∂xj (xju) +

m∑
j=1

xj∂yju+

l∑
j=1

Bzju,

t > 0, (x, y, z) ∈ RN+k
+ , (1)

u(t, x, y, z)|t=0 = ϕ(x, y, z), (x, y, z) ∈ RN+k
+ , (2)

∂zju(t, x, y, z)|zj=0 = 0, t > 0, (x, y, z) ∈ RN+k
+ , j ∈ {1, 2, . . . , k}, (3)

де всi ajl та β – дiйснi сталi, а матриця (ajl)
n
j,l=1 симетрична i додатно визначена;

Bzj ≡ ∂2
zj

+
2νj+1

zj
∂zj – оператори Бесселя за змiнними zj порядку νj ≥ 0.

Рiвняння (1) є ультрапараболiчним та має виродження, зумовленi, по-перше,
необмеженими при |x| −→ ∞ коефiцiєнтами при перших похiдних по xj та yj , а
по-друге, необмеженими при |z| −→ 0 коефiцiєнтами при перших похiдних по zj .

Методом перетворення Фур’є-Бесселя i методом характеристик знайдено розв’я-
зок задачi (1)–(3) у виглядi iнтеграла Пуассона, ядро в якого виписано в явному
виглядi

G(t, x, y, z; ξ, η, ζ) = G1(t, x, y; ξ, η) ·G2(t, z; ζ),

t > 0, {(x, y, z), (ξ, η, ζ)} ⊂ RN+k
+ , (4)

де G1 є фундаментальним розв’язком задачi Кошi для рiвняння (див.[1])

∂tu(t, x, y) =

n∑
j,l=1

ajl∂xj∂xlu(t, x, y) + β

n∑
j=1

∂xj (xju(t, x, y))+

+
m∑
j=1

xj∂yju(t, x, y), t > 0, (x, y) ∈ RN ,
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а функцiяG2 є фундаментальним розв’язком задачi Кошi для рiвняння (див.[2,4])

∂tu(t, z) =

k∑
j=1

Bzju(t, z), t > 0, z ∈ Rk+.

Використовуючи зображення (4), доведено деякi властивостi G. Проведене
дослiдження узагальнює результати [1]-[4].

[1] Бабич О.О., Iвасишен С.Д., Пасiчник Г.С. Фундаментальний розв’язок за-
дачi Кошi для виродженого параболiчного рiвняння зi зростаючими коефi-
цiєнтами групи молодших членiв // Науковий вiсник Чернiвецького нац.
ун-ту iм. Ю.Федьковича. Серiя: математика: зб. наук. пр. –Т.1, №. –1–2. –
Чернiвцi:Чернiвецький нац. ун-т, 2011. – C. 13-24.

[2] Мельничук Л.М. Структура та властивостi фундаментального розв’яз-
ку задачi Кошi для параболiчного рiвняння з операторами Бесселя // Бу-
ковинський матем. журнал, 2016. – Т.4, №. 3–4. – C. 109-112.

[3] Балабушенко Т.М., Iвасишен С.Д., Лавренчук В.П., Мельничук Л.М. Фун-
даментальний розв’язок задачi Кошi для деяких параболiчних рiвнянь з
оператором Бесселя i зростаючими коефiцiєнтами // Наук. вiсник ЧНУ.
Вип. 288. Математика: Зб. наук. праць. – Чернiвцi: Рута, 2006. – C. 5-11.

[4] Л. Мельничук Фундаментальний розв’язок задачi Кошi для ультрапарабо-
лiчного рiвняння iз зростаючими коефiцiєнтами та з операторами Бесселя
рiзних порядкiв // Сучаснi проблеми математики та її застосування в
природничих науках i iнформацiйних технологiях: Матерiали мiжнаро-
дної наукової конференцiї, присвяченої 50-рiччю факультету математики
та iнформатики Чернiвецького нацiонального унiверситету iменi Юрiя
Федьковича, 17-19 вересня 2018 р. – Чернiвцi: Чернiвецький нац. ун-т.,
2018 – C. 85.

168



Володимир Михайлець 1,2, Ольга Пелехата2, Надiя Рева2

Збiжнiсть розв’язкiв лiнiйних крайових
задач для систем диференцiальних

рiвнянь
1 Iнститут математики Нацiональної академiї наук України, Київ,

Україна
E-mail: mikhailets@imath.kiev.ua

2Нацiональний технiчний унiверситет України “КПI iменi Iгоря
Сiкорського”, Київ, Україна

E-mail: o.pelehata-2017@kpi.ua, revanadiia@ukr.net

Розглянемо на скiнченному iнтервалi (a, b) ⊂ R для кожного цiлого невiд’-
ємного n систему m лiнiйних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 1

y(r)(t, n) +Ar−1(t, n)y(r−1)(t, n) + · · ·+A0(t, n)y(t, n) = f(t, n) (1)

iз неоднорiдними крайовими умовами

Bj(n)y(·, n) = cj(n), j ∈ {1, 2, . . . , r} =: [r], (2)

де лiнiйнi неперервнi оператори

Bj(n) : C(r−1)([a, b]; Cm)→ Cm, j ∈ [r].

Припускається, що матрицi-функцiї Aj−1(·, n), вектор-функцiя f(·, n) сумовнi на
[a, b], а вектори cj(n) - заданi з простору Cm.

Пiд розв’язком системи диференцiальних рiвнянь (1) розумiється вектор-
функцiя y(·, n) ∈ W r

1 ([a, b];Cm), яка задовольняє векторне рiвняння (1) майже
скрiзь.

Надалi вважатимемо, що гранична крайова задача (1) – (2) для n = 0 має
єдиний розв’язок. Тодi цiкавими є наступнi питання:

• За яких умов на лiвi частини задач (1) – (2) їх розв’язки y(·, n) iснують i
єдинi при достатньо великих n (n >> 1);

• Якi додатковi умови на лiвi i правi частини задач (1) – (2) гарантують, що∥∥∥y(j−1)(·, 0)− y(j−1)(·, n)
∥∥∥
∞
→ 0, n→∞, j ∈ [r], (3)

де ‖·‖∞ — sup-норма на вiдрiзку [a, b].

Введемо деякi позначення:

RAj−1
(·, n) := Aj−1(·, 0)−Aj−1(·, n) ∈ L([a, b];Cm×m),

F (·, n) :=


f1(·, n) 0 . . . 0
f2(·, n) 0 . . . 0

...
...

. . .
...

fm(·, n) 0 . . . 0

 ∈ L([a, b];Cm×m),

RF (·, n) := F (·, 0)− F (·, n), R∨F (t, n) :=

∫ t

a
RF (s, n)ds, R∨Aj−1

(t, n) :=

∫ t

a
RAj−1

(s, n)ds,
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‖·‖1 — норма у пр. Лебега вектор(матриць)-функцiй на вiдрiзку [a, b].
Теорема 1. Нехай

(I) ‖R∨Aj−1
(·, n)‖∞ → 0;

(II) ‖R∨Ar−1
(·, n)RAj−1

(·, n)‖1 → 0;

(III) Bj(n)y → Bj(0)y, y(·) ∈ C(r−1)([a, b];Cm).

Тодi для достатньо великих n задачi (1)– (2) однозначно скрiзь розв’язнi.
Якщо, крiм того, виконанi умови на правi частини задач

(IV) cj(n)→ cj(0);

(V) ‖R∨F (·, n)‖∞ → 0,

(VI) ‖R∨Ar−1
(·, n)RF (·, n)‖1 → 0,

то єдинi розв’язки задач (1)– (2) при n = 0 i n >> 1 задовольняють граничну
рiвнiсть (3).

[1] O. B. Pelekhata, N. V. Reva.Limit Theorems for the Solutions of Linear
Boundary-Value Problems for Systems of Differential Equations. // Ukrainian
Mathematical Journal — 2019. — 71, №7 — С. 1061-1070.

[2] Михайлец В. А., Пелехата О. Б., Рева Н. В. О теореме Кигурадзе для ли-
нейных краевых задач. //Доповiдi НАН України. — 2017. — №12. — С. 8 -13.

[3] V. A. Mikhailets, O. B. Pelekhata, N. V. Reva. Limit theorems for the solutions
of boundary-value problems. // Ukrainian Mathematical Journal — 2018. —
70, № 2 — С. 216-223.
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Бiжучi обвальнi хвилi в нелiнiйних
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E-mail: irene@imath.kiev.ua

Нелiнiйнi дифузiйно-кiнетичнi рiвняння є математичними моделями при до-
слiдженнi багатьох явищ у фiзицi, хiмiї, бiологiї та технiцi. Значна увага придi-
ляється вивченню просторово-дискретних рiвнянь, що описують дифузiйно по-
в’язанi бiстiйкi комiрки. В роботi [1] описанi стiйкi стацiонарнi розв’язки одно-
вимiрних ланцюгiв дифузiйно пов’язаних комiрок з кубiчною бiстiйкою нелiнiй-
нiстю та її кусково-лiнiйним аналогом. Було показано, що при малих значеннях
дифузiйної константи кожна комiрка може незалежно вiд iнших знаходитись в
одному iз стiйких (або близьких до стiйких) станiв. Для довiльних значень ди-
фузiйної константи комiрки групуються в кластери, що приводить до iснування
хаотичних розв’язкiв. Аналогiчно описанi стiйкi стацiонарнi розв’язки у випадку
m-стiйкої нелiнiйностi [2]. В роботi [3] дослiдженi бiжучi хвилi (traveling waves)
в просторово-одновимiрних нелiнiйних дифузiйно-кiнетичних ланцюгах. Для та-
ких рiвнянь iснують два стiйких сталих розв’язки u ≡ −1,+1 та один нестiйкий
розв’язок u ≡ 0. В околi нестiйкого стацiонарного розв’язку iснують спецiальнi
просторово-перiодичнi стiйкi вiдносно малих збурень стацiонарнi розв’язки, так
званi шаблоннi розв’язки (pattern solutions). Якщо в початковий момент в де-
якiй досить великiй областi Ω розв’язок спiвпадає з u ≡ −1, а зовнi цiєї областi
Ω спiвпадає зi стiйким шаблонним, то iз збiльшенням часу область Ω розширює-
ться, i виникає бiжуча хвиля з певним фронтом. Таку хвилю називаємо обваль-
ною, оскiльки шаблонний розв’язок поступово переходить в u ≡ −1. Доведено
iснування обвальних хвиль для випадку бiстiйкої кусочно-лiнiйної взаємодiї. На-
водяться аналiтичнi вирази для швидкостi та форми обвальних хвиль [ 3 ]. В
доповiдi будуть наведенi новi результати по обвальним хвилям в багатовимiр-
них просторово-дискретних дифузiйно-кiнетичних рiвняннях з бiстiйкою нелiнiй-
нiстю. Аналiтичними та чисельно–аналiтичними методами дослiдженi обвальнi
хвилi з рiзними фронтами розповсюдження, знайдено їх швидкостi руху.

[1] Nizhnik L., Nizhnik I., Hasler M. Stable stationary solutions in reaction-diffusion
systems consisting of a 1-d array of bistable cells // Int. J. of Bifurcation and
Chaos. – 2002. – 2. – P. 261–279.

[2] Nizhnik I. Stable stationary solutions for a reaction-diffusion equation with a
multi-stable nonlinearity // Phys. Lett. A. – 2006. – 357. – C. 319–322.

[3] Нижник I.Л. Бiжучi обвальнi хвилi в дифузiйно-кiнетичних ланцюгах //
Збiрник праць Iнституту математики НАН України. – 2016. – 11, 2. – C. 227–
241.
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За допомогою диференцiально-символьного методу [1] дослiджено задачу
знаходження розв’язкiв рiвняння iз частинними похiдними другого порядку за
часом та загалом нескiнченого порядку за просторовими змiнними[ ∂2

∂t2
+ a1

( ∂

∂x

) ∂
∂t

+ a2

( ∂

∂x

)]
U(t, x) = 0, t ∈ R, x ∈ R, (1)

що задовольняють умови у два моменти часу t = 0 та t = h (h > 0)

b11

( ∂

∂x

)
U(0, x) + b12

( ∂

∂x

)∂U
∂t

(0, x) = g1(x),

b21

( ∂

∂x

)
U(h, x) + b22

( ∂

∂x

)∂U
∂t

(h, x) = g2(x), x ∈ R.
(2)

У рiвняннi (1) ai
(
∂
∂x

)
, i ∈ {1, 2}, – довiльнi диференцiальнi вирази вигляду

ai
(
∂
∂x

)
=
∞∑
k=0

aik
∂k

∂xk
, aik ∈ C. В умовах (2) bij

(
∂
∂x

)
, i, j ∈ {1, 2}, – довiльнi дифе-

ренцiальнi полiноми з комплексними коефiцiєнтами, такi, що |bi1(ν)|+|bi2(ν)| > 0
для i = 1 та i = 2 вiдповiдно.

Дослiджено розв’язнiсть задачi (1), (2) у випадку, якщо функцiї g1(x), g2(x)
в умовах (2) є заданими функцiями квазiполiномного вигляду, причому характе-
ристичний визначник задачi тотожньо дорiвнює нулю.

[1] Каленюк П.I., Нитребич З.М. Узагальнена схема вiдокремлення змiнних.
Диференцiально-символьний метод. – Львiв: Вид-во НУ „Львiвська полiте-
хнiка“, 2002. – 292 с.
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Про одну модельну задачу для рiвняння
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спряження

ЛНУ iм. I. Франка, Львiв, Україна
E-mail: nandrew183@gmail.com

Нехай D – смуга точок x = (x′, xd), x′ = (x1, . . . , xd−1) ∈ Rd−1 у просторi
Rd, d ≥ 2, яка обмежена гiперплощинами

S1 = {x ∈ Rd|xd = d1, d1 < 0}, S2 = {x ∈ Rd|xd = d2, d2 > 0}.
За таких умов маємо, що область D роздiлена гiперплощиною

S0 = {x ∈ Rd|xd = 0} = Rd−1

на двi смуги

D1 = {x ∈ Rd|d1 < xd < 0} i D2 = {x ∈ Rd|0 < xd < d2},
так що ∂D = S = S1

⋃
S2, ∂D1 = S(1) = S1

⋃
S0, ∂D2 = S(2) = S2

⋃
S0. По-

кладемо Ω = (0,∞) × D, Ω(m) = (0,∞) × Dm, m ∈ {1, 2}; Σ(m) = (0,∞) × Sm,
i через n(x) = (ni(x))di=1 = (0, . . . , 0, 1) ∈ Rd позначимо вектор нормалi до Sm
в точцi x ∈ Sm, m ∈ {0, 1, 2}. Точки в Rd+1 позначаються (t, x), при цьому t
iнтерпретується як часова змiнна.

Розглянемо початково-крайову задачу Вентцеля: знайти функцiю

u(t, x) =

{
u1(t, x), (t, x) ∈ Ω

(1)
,

u2(t, x), (t, x) ∈ Ω
(2)
,

(1)

таку, що в областi Ω(m) функцiя um є розв’язком рiвняння
∂um(t, x)

∂t
−

1

2
∆um(t, x) = 0, m ∈ {1, 2}, (2)

на межi Σ(m) , m ∈ {1, 2}, функцiя um задовольняє крайову умову

Lmum
∣∣
Σ(m) ≡

∂um(t, x)

∂xd

∣∣∣∣
xd=dm

= 0, m ∈ {1, 2}, (3)

на межi Σ(0) функцiї u1 i u2 задовольняють умови спряження

L01(u)
∣∣
Σ

(0) ≡ (u1(t, x)− u2(t, x))
∣∣
xd=0

= 0, (4)

L02(u)
∣∣
Σ

(0) ≡
(

1

2

d−1∑
i,j=1

βij(x
′)DiDju(t, x) +

d−1∑
i=1

αi(x
′)Diu(t, x)−

− q1(x′)Ddu1(t, x) + q2(x′)Ddu2(t, x),

)∣∣∣∣
xd=0

= 0, (5)
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а при t = 0 виконується початкова умова

um(t, x)
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Dm, m ∈ {1, 2}. (6)

Тут ∆ =
d∑

i,j=1

∂2

∂x2
i

– оператор Лапласа, Di – символ частинної похiдної за змiн-

ною xi, i ∈ {1, . . . , d}, ϕ(x) – задана обмежена неперервна функцiя на Rd, βij(x′),
αi(x

′), {i, j} ⊂ {1, . . . , d−1}, qm(x′), m ∈ {1, 2} – заданi обмеженi неперервнi фун-
кцiї на Rd−1 такi, що матриця β(x′) =

(
βij(x

′)
)d−1

i,j=1
– симетрична i невiд’ємно

вичначена, i для них виконуються умови:

a)β1|Θ′|2 ≤ (β(x′)Θ′,Θ′) ≤ β2|Θ′|2, β1, β2 > 0,

b) qm(x′) ≥ 0, x′ ∈ Rd−1, m ∈ {1, 2} i inf
x′∈Rd−1

(q1(x′) + q2(x′)) > 0;

c)βij , αi, qm ∈ Hλ(Rd−1), λ ∈ (0, 1), {i, j} ⊂ {1, . . . , d− 1}, m ∈ {1, 2},

де Hλ(Rd−1)− простiр Гельдера.

Задача (1)-(6) з похiдними другого порядку за дотичними просторовими змiн-
ними в умовi спряження виникає в теорiї випадкових процесiв при вивченнi ана-
лiтичними методами так званої задачi про склеювання двох процесiв дифузiї у
скiнченновимiрному евклiдовому просторi або, що те ж саме, при побудовi ма-
тематичних моделей фiзичного явища дифузiї в середовищах, де на фiксованих
поверхнях розташованi мембрани [1].

Звернемо увагу на той факт, що за наявностi в умовi спряження (5) похiдних
другого порядку за дотичними змiнними ця задача не є параболiчною в тому
сенсi, що для неї не виконується так звана умова доповняльностi, яку у випадку
задач спряження ще називають умовою сумiсного накривання [3]. А це означає,
що ця задача не вкладається в клас початково-крайових задач для параболiчних
рiвнянь i систем, для яких побудована загальна теорiя.

Класичну розв’язання задачi (1)-(6) у просторi обмежених неперервних фун-
кцiй отримано в роботi методом граничних iнтегральних рiвнянь з використан-
ням потенцiалiв, побудованих за допомогою звичайних фундаментальних розв’яз-
кiв рiвномiрно параболiчних операторiв. Доводиться також, що за допомогою
розв’язку цiєї задачi можна побудувати однопараметричну напiвгрупу Феллера,
якiй вiдповiдає на D деякий однорiдний марковський процес. Крiм того показа-
но, що цей процес можна трактувати як узагальнену дифузiю в розумiннi М.I.
Портенка [1].

[1] Портенко М.I. Процеси дифузiї в середовищах з мембранами. – Київ: Iнсти-
тут математики НАН України, 1995. – 199 c.

[2] Вентцель А.Д. О граничных условиях для многомерных диффузионных про-
цессов // Теория вероятн. и ее примен. – 1959. – 4, №2. – C. 172-185.

[3] Эйдельман С.Д. Параболические системы. – Москва: Наука, 1964. – 443 с.
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iнтегро-диференцiальних рiвнянь

Фредгольма

1Каракалпацький вiддiл Iнститутн математики
iменi В.I. Романовського АН Республiки Узбекистан, Нукус, Узбекистан

2Каракалпацький державний унiверситет, Нукус, Узбекистан
E-mail: nurjanov@list.ru

У данiй роботi розглядається питання наближенноi побудови роз-в’язкiв бага-
тоточкових крайових задач для системи iнтегро-диферен-цiальних рiвнянь Фре-
дгольма з функцiональними крайовими умо-вами

dx(t)

dt
= f

t,x (t) ,

T∫
0

g (t, s,x (s)) ds

 , (1)

p∑
i=0

Aix (ti) +

T1∫
0

B (t)x (t) dt = d, (2)

де t ∈ [0, T ], x, f , g, d - точки евклiдового простору En, Ai, i = 0, p - стали
(n× n)-матрицi, p ≥ 1, 0 = t0 < t1 < . . . < tp−1 < tp = T, B(t) ∈ C[0, T ], причому
матрицi Ai i B(t) такi, що

det

 p∑
i=0

Ai
ti

T
+

1

T

T1∫
0

tB (t) dt

 6= 0, T1 ≤ T.

Для розв’язування цього питання можна застосувати чисельно-аналiтичний
метод послiдовних наближень А. М. Самойленко [1].

Згiдно чисельно-аналiтичного методу, для знаходження розв’язку крайової
задачi (1), (2) побудуємо рекурентную послiдовнiсть функ-цiй
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xm (t,x0) = x0 +

t∫
0

fm−1 (τ)−
1

T

T∫
0

fm−1 (τ) dτ

 dτ+

+
t

T
H

d−

 p∑
i=1

Ai +

T1∫
0

B (τ) dτ

 x0−

−
p−1∑
i=1

Ai

ti∫
0

fm−1 (τ)−
1

T

T∫
0

fm−1 (τ) dτ

 dτ−
−

T∫
0

B (τ)

 τ∫
0

fm−1 (τ)−
1

T

T∫
0

fm−1 (τ) dτ

 dτ

 dτ
 ,

x0 (t,x0) = x0, m = 1, 2, . . . ,

(3)

де

fm−1 (t) = f

t,xm−1 (t,x0) ,

T∫
0

g (t, s,xm−1 (s,x0)) ds

 ,

H =

 p∑
i=0

Ai
ti

T
+

1

T

T1∫
0

tB (t) dt


−1

.

Все функцiї цiєї послiдовностi задовольняють крайовi умови (2).
В работi одержано умови збiжностi послiдовних наближень виду (3) до гра-

ничної функцiї i дослiджується зв’язок граничної функцiї з розв’язком крайової
задачi (1), (2).

[1] Самойленко А. М., Ронто Н. И. Численно-аналитические методы в теории
краевых задач обыкновенных дифференциальных уравнений. – Киев: Наук.
думка, 1992. – 280 c.
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збурених лiнiйних багато темпових систем

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,
Чернiвцi, Україна

E-mail: shurenkacv@gmail.com, i.cherevko@chnu.edu.ua

Робота присвячена дослiдженню методики застосування методу iнтегральних
многовидiв [1-2] для декомпозицiї та розщеплення лiнiйних сингулярно збурених
багатотемпових систем

i∏
j=0

εj ẋi =

k∑
j=0

Aijxj , i = 0, k, (1)

в областi Ω = {(t, ε1, ε2, . . . , εk) : t ∈ R, ε1, ε2, . . . , εk > 0}, де xi ∈ Rni , i = 0, k,
Aij = Aij(t), i, j = 0, k, – матрицi розмiрностей ni × nj , ε0 = 1, ε1, ε2, . . . , εk –
малi додатнi параметри.

Основна iдея схеми розщеплення полягає у видiленнi групи повiльних змiн-
них дослiджуваної системи з подальшим її приведенням до спецiального вигляду
в якому пiдсистема повiльних змiнних не мiстить швидких змiнних.

Припустимо, що для системи (1) справджуються умови:
1) матрицi Aij = Aij(t), i, j = 0, k, рiвномiрно обмеженi за нормою для t ∈ R

додатною сталою M .
2) власнi значення λi = λi(t), i = 1, nk, матрицi Akk(t) задовольняють нерiв-

нiсть Reλi ≤ −2β < 0, t ∈ R.
Теорема 1 ([3]). Нехай виконуються умови 1)-2). Тодi для достатньо малих

εi, i = 1, k, iснує невироджена замiна змiнних, за допомогою якої система (1)
зводиться до (k + 1) незалежних пiдсистем

ẏk0 = Bk00y
k
0 ,

i∏
j=0

εj ẏ
k+1−i
i = Bk+1−i

ii yk+1−i
i , i = 1, k.

(2)

У роботi знайдено явний вигляд розщеплюючого перетворення для систем
сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь iз двома та багатьма малими па-
раметрами.

Оскiльки точне знаходження розщеплюючого перетворення можливе тiль-
ки у найпростiших випадках, у роботi запропоновано i обґрунтовано можливiсть
ефективної побудови асимптотичних розкладiв коефiцiєнтiв перетворення за сте-
пенями малих параметрiв [4-5]. Одержано загальний вигляд розщеплених систем
нульового та першого наближення.

Дослiджено властивостi стiйкостi iнтегрального многовиду повiльних змiн-
них та встановлено принцип зведення, який полягає в тому, що розв’язок вихiдної
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сингулярно збуреної системи буде стiйким (асимптотично стiйким, нестiйким) то-
дi i тiльки тодi, коли стiйким (асимптотично стiйким, нестiйким) буде розв’язок
пiдсистеми повiльних змiнних [6].

У роботi здiйснено числове моделювання для тестової модельної задачi з
двома малими параметрами та встановлено точнiсть наближення її розв’язку
розв’язками розщеплених систем нульового та першого наближення.

[1] Стрыгин В.В., Соболев В.А. Разделение движения методом интегральных
многообразий. – М.: Наука, 1988. – 256 c.

[2] Воропаева Н.В., Соболев В.А. Геометрическая декомпозиция сингулярно
возмущенных систем. – М.: Физматлит, 2009. – 256 c.

[3] Осипова О.В., Черевко I.М. Розщеплення рiзнотемпових сингулярно збу-
рених лiнiйних систем // Науковий вiсник Чернiвецького нац. ун-ту, серiя
«Математика». – 2012. – 2, 1. – C. 78-83.

[4] Осипова О.В., Черевко I.М. Асимптотична декомпозицiя лiнiйних сингу-
лярно збурених систем // Буковинський математичний журнал. – 2013. –
1, 3-4. – C. 114-118.

[5] Ihor Cherevko, Oleksandra Osypova. Asymptotic decomposition of linear si-
ngularly perturbed multiscale systems // Miskolc Mathematical Notes. – 2015. –
16, 2. – C. 729-745.

[6] Осипова О.В., Черевко I.М. Про розщеплення та декомпозицiю лiнiйних
стацiонарних сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь // Буковин-
ський математичний журнал. – 2019. – 7, 2. – C. 76-85.
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Чернiвцi, Україна
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Нехай n1 ≥ n2 ≥ n3 – заданi натуральнi числа, n := n1 + n2 + n3 – їх сума;
змiнна x ∈ Rn складається з трьох груп змiнних xl := (xl1, . . . , xlnl ) ∈ Rnl ,
l ∈ {1, 2, 3}, так що x := (x1, x2, x3). Розглядається рiвняння

α(t)∂tu− β(t)

( n2∑
j=1

x1j∂x2ju+

n3∑
j=1

x2j∂x3ju+

n1∑
j,s=1

ajs∂x1j∂x1su+

+b

n1∑
j=1

∂x1j

(
x1ju

))
− au = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], (1)

де α i β – неперервнi на вiдрiзку [0, T ] функцiї, для яких α(t) > 0, β(t) > 0 при
t ∈ (0, T ] , α(0)β(0) = 0 i β монотонно неспадна; ajs, b i a – дiйснi сталi, причому
ajs = asj , {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, та виконується умова параболiчностi

∃ δ > 0 ∀σ1 := (σ11, ..., σ1n1 ) ∈ Rn1 :

n1∑
j,s=1

ajsσ1jσ1s ≥ δ|σ1|2.

В [1] отримано оцiнку фундаментального розв’язку задачi Кошi для рiвняння
(1) та доведено теореми про iнтегральне зображення розв’язкiв неоднорiдного
рiвняння, якi є обмеженими, як функцiї x, а при t → 0 поводяться вiдповiдним
способом залежно вiд типу виродження рiвняння при t = 0.

Тут наводяться результати дослiдження розв’язностi задачi Кошi у спецiаль-
них вагових Lp-просторах для рiвняння у випадку слабкого виродження, тобто
коли

T∫
0

dt

α(t)
<∞.

Аналогiчнi результати для рiвняння без виродження на початковiй гiперплощинi
опублiкованi в [2] та [3].

[1] Iвасишен С. Д., Пасiчник Г. С. Ультрапараболiчнi рiвняння з необмежено
зростаючими коефiцiєнтами в групi молодших членiв i виродженнями на
початковiй гiперплощинi // Мат. методи та фiз.- мех. поля. – 2018. – 61,
№ 1. – С.31–46.

179



[2] Iвасишен С., Пасiчник Г. Задача Кошi для одного параболiчного рiвняння зi
зростаючими коефiцiєнтами в групi молодших членiв // Мат. вiсн. Наук.
тов. iм. Т. Шевченка. – 2014. – 11. – C. 73–87.

[3] Iвасишен С.Д., Пасiчник Г.С. Iнтегральне зображення розв’язкiв одного
параболiчного рiв-няння зi зростаючими коефiцiєнтами в групi молодших
членiв // Зб. праць Iн-ту математики НАН України. – 2015. – 12, № 2. –
C. 205–229.
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Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω, F, {Ft, t ≥ 0}, P ) з неспадним потоком
σ-алгебр {Ft, t ≥ 0}, Ft1 ⊂ Ft2 для t1 ≤ t2 випадкова функiя U(t, x, ω), (t, x) ∈
Π,Π = R1×Rn, ω ∈ Ω вимiрна вiдносно σ-алгебри Ft i з iмовiрнiстю 1 є розв’язком
рiвняння з вiдхиленням аргумента

dtU(t, x, ω) =

 ∑
|k|≤2b

Ak(t)DkxU(t, x, ω) + f1(x, U(t− h, x))

 dt+
+

 ∑
|k|≤b

Bk(t)DkxU(t, x, ω) + f2(x, U(t− h, x))

 dw(t, ω), (1)

де h – запiзнення, h > 0, w(t, ω) – стандартний скалярний вiнерiвський процес.
Задача Кошi полягає у знаходженнi з iмовiрнiстю 1 неперервного розв’язку

рiвняння (1) з детермiнованою початковою умовою

U(t, x, ω) = ϕ(t, x), 0 ≤ t ≤ h, x ∈ Rn. (2)

Тут f1, f2, ϕ – вiдомi функцiї своїх аргументiв. Задачу розв’язуватимемо методом
крокiв [1 с.17].

Коректнiсть задачi встановлює така теорема.
Теорема.Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) визначенi та неперервнi на [0, T ],

для яких виконується посилена умова параболiчностi

Re
∑
|k|=2b

Ak(t)(iσ)k + Im

∑
|k|=b

Bk(t)(iσ)k

2

≤ −δ0|σ|2b, (3)

δ0 > 0, σ = (σ1, ..., σn), σ ∈ Rn.

Функцiї ϕ(t, x), f1(x, ϕ(t, x)),
∑
|k|=b

Bk(t)Dkxf2(x, ϕ(t, x)) неперервнi за аргу-

ментом t, диференцiйовнi за просторовими аргументами i мають перетворення
Фур’є f̃1 та f̃2. Тодi iснує функцiя Грiна G(t, τ, x, ω) задачi (1), (2), з допомогою
якої розв’язок на iнтервалi t ∈ (lh, (l + 1)h), l ∈ N визначається формулою

U(t, x, ω) =

∫
Rn

G(t, lh, x− ξ, ω)ϕ(lh, ξ)dξ+
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+

t∫
lh

∫
Rn

G(t, s, x− ξ, ω)
[
f1(ξ, ϕ(s− h, ξ))− (4)

−
∑
|k|≤b

Bk(s)Dkξ f2(ξ, ϕ(s− h, ξ))
]
dξds+

+

t∫
lh

∫
Rn

G(t, s, x− ξ, ω)f2(ξ, ϕ(s− h, ξ))dξdw(s, ω),

ϕ(lh, x) =

∫
t→lh 6=0

U(t, x).

Для нього справджується нерiвнiсть

|M{DkxU(t, x, ω)}| ≤ C

t− |k|2b |ϕ|C(Π) + |f1|C1(Π) +
∑
|k|≤b

|bkDkf2 |C(1)(Π)

 , (5)

де |k| ≤ 2b, |f |Cm = sup
Π
|Dmx f(t, x)|, E – операцiя математичного сподiвання.

Шукатимемо розв’язок задачi (1) – (2) методом iнтегрального перетворення
Фур’є.

[1] Э. Эльсгольц, С.Б. Норкин. Введение в теорию дифференциальных уравне-
ний с отклоняющимся аргументом. – М.: Наука, 1971. – 297 c.
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Нехай D обмежена область в Rn з межею ∂D, dimD = n, Ω - деяка обмежена
область, Ω ⊂ D, dimΩ ≤ n − 1. Позначимо через Q(0) = {(t, x)|t ∈ [0, T ), x ∈
Ω}∪{(t, x), t = η, x ∈ D}, η - фiксоване додатне число, η ∈ (0, T ), Γ = [0, T )×∂D,
ρ(x) = min

x∈D\Ω,z∈Ω
|x− z|.

В областi Q = [0, T )×D розглянемо задачу знаходження функцiй (u, q1, q2),
на яких функцiонал

I(q1, q2) =

T∫
0

dt

∫
D

F1(t, x;u(t, x; q1, q2), q1(t, x))dx+

+

∫
D

F2(x;u(T, x; q1(T, x), q2(x)), q2(x))dx (1)

досягає мiнiмуму в класi функцiй (q1, q2) ∈ V = {(q1, q2)|q1 ∈ Cα(Q),
q2 ∈ C2+α(D), ν11(t, x) ≤ q1 ≤ ν12(t, x), ν21(x) ≤ q2 ≤ ν22(x)}, iз яких u(t, x; q1(t, x), q2(x))
задовольняє при (t, x) ∈ Q\Q(0) рiвняння[

∂t −
n∑

i,j=1

Aij(t, x)∂xi∂xj +

n∑
i=1

Ai(t, x)∂xi +A0(t, x)
]
u =

= f(t, x; q1(t, x)), (2)
iнтегральну умову за часовою змiнною

u(0, x; q1(0, x), q2(x))+

+

T∫
0

R(τ, x)u(τ, x; q1(τ, x), q2(x))dτ = ϕ(x; q2(x)), (3)

i на бiчнiй поверхнi Γ крайову умову

lim
x−→z∈∂D

(u(t, x; q1(t, x), q2(x))− ψ(t, x)) = 0. (4)

Задачу (1) – (4) дослiджено за таких обмежень на рiст коефiцiєнтiв при x −→

∂D, t −→ η: Aij = O(ρ(x)
β

(1)
i +β

(1)
j |t− η|β

(2)
i +β

(2)
j ), Ar = O(ρ(x)−µ

(1)
r |t− η|−µ

(2)
r ),

r ∈ {0, 1, . . . , n}, β(ν)
j ∈ (−∞,∞), µ(ν)

r ∈ [0,∞), ν ∈ {1, 2}, A0 > 0.
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При визначених умовах гладкостi на коефiцiєнти рiвняння (1), функцiї F1,
F2, f , ϕ, R, ψ в гельдерових просторах зi степеневою вагою одержано умови
iснування, єдиностi та встановлено оцiнки похiдних розв’язку задачi (2) – (4) у
гельдерових просторах зi степеневою вагою. Порядок степеневої ваги в гельде-
рових просторах залежить вiд чисел β(ν)

i , µ(ν)
r .

Одержанi результати використовуються для встановлення необхiдних та до-
статнiх умов iснування оптимального розв’язку системи, що описується задачею
(1) – (4).
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Позначимо через Cqβ,∞ клас неперервних 2π–перiодичних функцiй f(x), якi
можна подати в виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

ϕ(x+ t)P qβ (t) dt,

де

P qβ (t) =
∞∑
k=1

qk cos

(
kt+

βπ

2

)
— ядро Пуассона, а функцiя ϕ(x) задовольняє умову esssup|ϕ(x)| ≤ 1. Клас Cqβ,∞
складається з 2π-перiодичних функцiй, якi дозволяють аналiтичне продовження
до функцiй f(z) = f(x+ iy) у вiдповiдну смугу комплексної площини |y| < ln 1

q
.

Нехай L — множина сумовних 2π–перiодичних функцiй, f ∈ L,

S[f ] =
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

— ряд Фур’є функцiї f , Sn(f ;x) — частковi суми ряду Фур’є.
Нехай p1, p2 — довiльнi натуральнi числа такi, що p1 + p2 < n + 2. Функцiї

f ∈ L поставимо у вiдповiднiсть послiдовнiсть подвiйних середнiх Валле Пуссена
[1, 2, 3]

Vn,p1,p2 (f ;x) =
1

p1

n−1∑
k=n−p1

Vk+1,p2
(f ;x) =

=
1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

Sm(f ;x).

За умови p1 + p2 − 1 = n маємо [4]

σ2,−1
n (f ;x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

n− p1 + 1

k∑
m=k−n+p1

Sm(f ;x).

Отримано асимптотичнi формули для верхнiх граней вiдхилень тригономе-
тричних полiномiв σ2,−1

n (f ;x) вiд функцiй з класiв iнтегралiв Пуассона Cqβ,∞.
Теорема 1. Нехай β = 0, p1 + p2 = n + 1. Тодi для q ∈ (0; q0), q0 = 0, 2159

при n→∞ має мiсце асимптотична формула

E(Cqβ,∞, σ
2,−1
n ) =

4q

(1 + q2)2πp1p2
+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
,

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n, q, p1, p2.
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Дослiджується алгебро-диференцiальна система piвнянь

J
dy

dt
= A(t)y + f(t, y), t ∈ [a, b] (1)

пiдпорядкована лiнiйним триточковим крайовим умовам

A1y(a) +A2y(t2) +A3y(b) = d, (2)

де J – n-вимiрна клiтка Жордана, яка вiдповiдає нульовому власному значен-
ню, A(t) = (ai,j(t))

n
i,j=1 – (n × n)-вимiрна матриця, ai,j(t) ∈ C[a, b], f(t, y)

– n-вимiрна вектор-функцiя, f(t, y) ∈ C[a, b]; A1, A2, A3 – ((n − 1) × n)-вимiрнi
матрицi, a = t1 < t2 < t3 = b, d – (n− 1)-вимiрний сталий вектор.

У припущеннi, що fn(t, y) = fn(t, y2, . . . , yn) i an,1(t) 6= 0 ∀t ∈ [a, b], до-
слiджується питання iснування та наближеної побудови розв’язкiв триточкових
крайових задач для алгебро-диференцiальних систем рiвнянь вигляду (1), (2) у
критичному випадку, тобто коли вiдповiдна лiнiйна однорiдна крайова задача
має k лiнiйно незалежних розв’язкiв.

[1] Бойчук А.А., Журавлев В.Ф., Самойленко А.М. Обобщенно-обратные опе-
раторы и нетеровы краевые задачи. – Киев: Ин-т математики НАН Украи-
ны, 1995. – 320 c.

[2] Самойленко А.М., Шкiль М. I., Яковець В.П. Лiнiйнi системи диференцi-
альних рiвнянь з виродженнями. – Київ: Вища школа, 2000. – 294 c.
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Нехай L(λ, k), k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, – полiномiальна матрична в’язка

L(λ, k) = λn +An−1(k)λn−1 + . . .+A0(k), (1)

де Aj(ξ) = ‖ajq,r(ξ)‖mq,r=1, ξ = (ξ1, . . . , ξp), j = 0, 1, . . . , n, – квадратнi матрицi
порядку m. Елементи ajq,r(ξ) цих матриць є полiномами вiд ξ1, . . . , ξp степеня N
з комплексними коефiцiєнтами вигляду

ajq,r(ξ) =
∑
|s|≤N

aj,sq,rξ
s1
1 . . . ξ

sp
p ,

aj,sq,r ∈ C, s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp+, |s| ≤ N.
(2)

Нехай l(λ, k) — визначник матрицi L(λ, k); λ1(k), . . . , λmn(k) — λ-коренi много-
члена l(λ, k); ~hq(k) ≡ col(h1

q(k), . . . , hmq (k)) ∈ Cm – перший стовпець матрицi
L∗(λq(k), k), яка є приєднаною до матрицi
L(λq(k), k), ~Hq(k) ≡ col

(
~hq(k), λq(k)~hq(k), . . . , λn−1

q (k)~hq(k)
)
∈ Cmn, q = 1, . . . ,mn,

H(k) ≡ det( ~H1(k), . . . , ~Hmn(k)), k ∈ Zp.
Кажемо, що для в’язки (1) справджується властивiсть Hδ, δ ∈ R, якщо

для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp виконується нерiвнiсть
|H(k)| > (1 + |k|)−δ. Властивiсть Hδ використовується для встановлення розв’я-
зностi задач з багатоточковими умовами для систем рiвнянь iз частинними по-
хiдними зi сталими коефiцiєнтами [1]. На основi результатiв метричної теорiї
чисел та теорiї симетричних многочленiв доведено iснування такого числа δ0,
яке залежить вiд m,n, p,N , що для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв,
складених iз коефiцiєнтiв aj,sq,r у формулi (2), умова Hδ виконується при δ > δ0.

[1] Пташник Б.И. Некорректные граничные задачи для дифференциальных
уравнений с частными производными. – К.: Наук. думка, 1984. – 264 с.
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Нехай E – довiльний банаховий простiр. У випадку dimE =∞ Годунов А.Н.
[1] побудував приклад неперервного вiдображення F : R× E → E, для якого за-
дача Кошi

x′(t) = F (t, x(t)), x(0) = 0, t ∈ (−δ, δ),
не має розв’язку для кожного δ > 0.

У [2] показано, що множина всiх задач Кошi з такою властивiстю є щiльною
у множинi всiх задач Кошi.

Правильним є таке твердження.

Теорема 1. Нехай E i f : R × E → E – довiльний нескiнченновимiрний
банаховий простiр i неперервне вiдображення вiдповiдно.

Тодi для довiльних точки (t0, z0) ∈ R×E i числа ε > 0 iснує таке неперервне
вiдображення g : R× E → E, що

sup
(t,x)∈R×E

‖f(t, x)− g(t, x)‖ ≤ ε

i задача Кошi

z′(t) = g(t, z(t)), z(t0) = z0, t ∈ (t0 − δ, t0 + δ),

не має розв’язку для кожного δ > 0.

У [3, 4] показано, що множина всiх задач Кошi з неєдиними розв’язками
також є щiльною у множинi всiх задач Кошi.

Правильною є така теорема.

Теорема 2. Нехай G – область у просторi R × E i f : G → E – довiль-
не неперервне вiдображення (банаховий простiр E може мати довiльну розмiр-
нiсть).

Тодi для довiльних точки (t0, x0) ∈ G i числа ε > 0 iснує таке неперервне
вiдображення g : G→ E, що

sup
(t,x)∈G

‖g(t, x)− f(t, x)‖ 6 ε

i задача Кошi
dx(t)

dt
= g(t, x(t)), x(t0) = x0

має бiльше одного розв’язку.

Аналогiчнi твердження справджуються i для диференцiально-функцiональних
рiвнянь.
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Метою роботи було створити нейронну мережу, яка аналiзуватиме данi еле-
ктрокардiограми i класифiкуватиме серцебиття помiж 5 класiв: нормальний ритм,
надшлуночковий передчасний ритм, передчасне скорочення шлуночкiв, злиття
шлуночкового i нормального ритму, некласифiкований ритм. Нейронна мережа
– це математична модель, побудована по принципу функцiонування бiологiчних
мереж нервових клiтин. Вона являє собою мережу з’єднаних i взаємодiючих мiж
собою штучних нейронiв. Штучний нейрон, з математичної точки зору, являє
собою функцiю активацiї вiд єдиного аргументу – лiнiйної комбiнацiї вхiдних
сигналiв.

Штучнi нейрони органiзовано в шари. Нейронна мережа мiстить вхiдний
шар, вихiдний шар та один або бiльше прихованих шарiв. Для навчання мере-
жi був використаний набiр даних ECG Heartbeat Categorization Dataset з сайту
Kaggle [4]. Цей набiр скомпонований з двох вiдомих наборiв сигналiв серцебиття:
the MIT-BIH Arrhythmia Dataset та The PTB Diagnostic ECG Database. Набiр
складається з CSV файлiв. Кожен файл мiстить матрицю, рядок якої являє со-
бою один приклад певного серцебиття. Матриця має 188 стовпцiв. Першi 187
стовпцiв – це данi електрокардiограми, 188 стовпець – це клас, до якого нале-
жить приклад.

Функцiя втрат вiдображає рiзницю мiж отриманим результатом та очiкува-
ним. В роботi було використано такi функцiї втрат: середньоквадратична похиб-
ка, перехресна ентропiя. Функцiя втрат повинна бути неперервною та диферен-
цiйовною.

Навчання мережi полягає в мiнiмiзацiї помилок, тобто в мiнiмiзацiї функцiї
втрат. Для цього було використано метод зворотнього поширення помилки [1].
Iдея алгоритму полягає в поширеннi помилки вiд виходiв до входiв мережi. Для
мiнiмiзацiї помилки використовується метод градiєнтного спуску [1]. Його iдея
полягає в тому, що для пошуку мiнiмуму функцiї потрiбно рухатися в сторону,
протилежну градiєнту, оскiльки градiєнт визначає напрямок, в якому функцiя
зростає найшвидше. Для обчислення градiєнту потрiбно знайти всi частиннi по-
хiднi функцiї втрат за допомогою ланцюгового правила (правила диференцiю-
вання складної функцiї).

Величина кроку в потрiбному напрямку залежить вiд темпу навчання. В
роботi було використано два пiдходи градiєнтного спуску: стохастичний (на ко-
жнiй iтерацiї з навчального набору випадковим чином обирається один приклад,
вiдповiдно ваги зв’язкiв коректуються для кожного прикладу) та пакетний (на
кожнiй iтерацiї випадковим чином обирається вибiрка з навчального набору, вiд-
повiдно ваги коректуються для всiєї вибiрки).
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Кiлькiсть прихованих шарiв, кiлькiсть нейронiв в шарах, темп навчання,
кiлькiсть прикладiв в пакетi, кiлькiсть епох – це гiперпараметри нейронної ме-
режi. В роботi було створено моделi з рiзними значеннями гiперпараметрiв i
протестовано їх для вибору найбiльш оптимальної моделi.

Нейронна мережа була створена засобами мови Python. Структура програми
мiстить 3 класи:
1) NeuralNetwork – основний клас, що мiстить реалiзацiю зворотнього поширен-
ня помилок та градiєнтного спуску.
2) Layer – клас, що зберiгає iнформацiю про шар нейронної мережi.
3) DataLoader – клас для завантаження даних для навчання та тестування ме-
режi.

Також в роботi було створено моделi за допомогою вiдкритої бiблiотеки Keras,
написаної на Python. Keras було створено для швидких експериментiв з мережа-
ми глибинного навчання [3].

[1] Рашид, Тарик. Создаем нейронную сеть. – СПб.: ООО «Альфа-книга»,
2017. – 272 c.

[2] Аггарвал, Чару. Нейронные сети и глубокое обучение: учебный курс. –
СПб.: ООО «Диалектика», 2020. – 752 c.

[3] Шолле, Франсуа. Глубокое обучение на Python. – СПб.: Питер, 2018. – 400 c.
[4] ECG Heartbeat Categorization Dataset [Електронний ресурс] – Режим досту-

пу до ресурсу: https://www.kaggle.com/shayanfazeli/heartbeat.
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Вiдомо, що велика кiлькiсть прикладних задач з рiзних роздiлiв математи-
ки, фiзики, технiки потребує дослiджень проблем iснування коливних розв’язкiв
диференцiальних систем, що є їх математичними моделями. Коливними рухами
динамiчних систем за В. В. Немицьким [1] називають їх рекурентнi рухи, до кла-
су яких належать зокрема квазiперiодичнi та майже-иерiодичнi рухи. Широко
вiдомi фундаментальнi теореми Амерiо i Фавара [2], що стосуються iснування
майже-перiодичних розв’язкiв нелiнiйних та лiнiйних систем. Пiзнiше стало зро-
зумiлим, що питання iснування таких розв’язкiв тiсно пов’язане з iснуванням у
таких систем iнварiантних торiв, для побудови яких зручно застосовувати метод
функцiї Грiна-Самойленка [1, 3, 4].

Розглянемо лiнiйну систему диференцiальних рiвнянь

dϕ

dt
= ω,

dx

dt
= A(ϕ)x+ f(ϕ), (1)

де вектор частот ω = (ω1, ω2, ω3, . . . ) ∈ m, ωi > 0 при всiх натуральних i,
ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . ), A(ϕ) – матриця розмiрностi n × n з дiйсними елементами,
m – простiр обмежених послiдовностей дiйсних чисел, ‖ω‖ = supi{ωi} = ω0 <∞,
вектор x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, f(ϕ) = (f1(ϕ), f2(ϕ), . . . , fn(ϕ)) – дiйснозначна
вектор-функцiя, причому матриця A(ϕ) та функцiя f(ϕ) перiодичнi вiдносно
ϕi (i = 1, 2, 3, . . . ) з перiодом 2π, що дає змогу вважати їх визначеними на не-
скiнченновимiрному торi T∞. Пiдставивши розв’язок першого рiвняння системи
(1) ϕ = ωt+ φ, ϕ(0) = φ ∈ T∞ в друге її рiвняння, одержимо систему

dx

dt
= A(ωt+ φ)x+ f(ωt+ φ), (2)

залежну вiд φ ∈ T∞ як вiд параметра, φ = (φ1, φ2, φ3, . . . ).
Одночасно будемо розглядати укорочену вiдносно ϕ до m-го порядку визна-

чену на m-вимiрному торi Tm систему рiвнянь виду

dϕ(m)

dt
= ω(m),

dx(m)

dt
= A0(ϕ(m))x(m) + f0(ϕ(m)),

вiд якої перейдемо до системи рiвнянь

dx(m)

dt
= A0(ω(m)t+ φ(m))x(m) + f(ω(m)t+ φ(m)), (3)
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де
ϕ(m) = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm), ω(m) = (ω1, ω2, . . . , ωm),

φ(m) = (φ1, φ2, . . . , φm), A0(ϕ(m)) = A(ϕ(m), 0, 0, 0 . . . ),

f0(ϕ(m)) = f(ϕ(m), 0, 0, 0 . . . ).

Задача полягає у вiдшуканнi достатнiх умов, при яких система рiвнянь (2)
має сiм’ю майже-перiодичних у сенсi Бора [2] розв’язкiв, залежних вiд параметра
φ, кожен з яких можна наблизити iз наперед заданою точнiстю квазiперiодичним
у сенсi Боля [4, 5] розв’язком системи рiвнянь (3). Аналогiчну задачу розглянуто
для системи виду (1) при умовi, що x ∈ m, A(ϕ) = (aij(ϕ))∞ij=1 – нескiнченна
матриця i f(ϕ) = {f1(ϕ), f2(ϕ), f3(ϕ), . . . }.

[1] Самойленко А. Элементы математической теории многочастотных ко-
лебаний. – М.: Наука, 1987. – 302 с.

[2] Демидович Б. Лекции по математической теории устойчивости. – М.:
Наука, 1967. – 472 с.

[3] Samoilenko A., Teplinskii Yu. Countable Systems of Differential Equations. –
VSP: Utrecht-Boston, 2003. – 287 p.

[4] Боль П. Избранные труды. – Рига: Изд-во АН Латв. ССР, 1961. – 238 с.
[5] Левитан Б. Почти-периодические функции. – М.: Гостехиздат, 1953. – 396 с.
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Про одну двоточкову крайову задачу для
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Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,
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Розглядається двоточкова крайова задача для системи диференцiальних рiв-
нянь iз скiнченною кiлькiстю перетворених аргументiв вигляду

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), ..., x(λk(t))), (1)

Ax(0) +Bx(T ) = d, (2)

det(A+B) 6= 0, (3)

де t ∈ [0, T ], T = const > 0; x, f ∈ Rn; λi : [0, T ] → [0, T ] (i = 1, k) – довiльнi
неперервнi вiдображення; A i B – сталi n × n матрицi; d – сталий n-вимiрний
вектор.

Для дослiдження питання iснування та наближеної побудови розв’язку кра-
йової задачi (1)-(3) використаємо модифiкацiю чисельно-аналiтичного методу
А.М. Самойленка [1], у якiй не виникатиме так зване визначальне рiвняння,
тобто метод матиме лише аналiтичну складову.

Функцiю f(t, x, y1, . . . , yk) вважаємо визначеною та неперервною в областi
(t, x, y1, . . . , yk) ∈ [0, T ] × Dk+1, де D – замкнена обмежена область в Rn, обме-
женою вектором M ∈ Rn, Mi > 0 (i = 1, n), i задовольняючою умову Лiпшiца по
x, y1, . . . , yk з матрицею K = {kij ≥ 0; i, j = 1, n}:

|f(t, x, y1, . . . , yk)| ≤M,

|f(t, x, y1, . . . , yk)− f(t, x, y1, . . . , yk)| ≤ K
(
|x− x|+

k∑
i=1

|yi − yi|
)
.

Тут |f(t, x, y1, . . . , yk)| = (|f1(t, x, y1, . . . , yk)|, . . . , |fn(t, x, y1, . . . , yk)|) i нерiвнiсть
мiж векторами розумiється покомпонентно.

Достатнi умови розв’язностi крайової задачi (1)-(3) дає наступне твердження.
Теорема 1. Нехай виконуються умови:
1) вектор w0 = S−1d лежить в областi D разом зi своїм β = TCM -околом,

де
S = A+B,

C = max{|S−1A|, |S−1B|}
(max береться покомпонентно);
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2) найбiльше власне значення матрицi Q = (k + 1)TCK не перевищує одини-
цi:

λmax(Q) < 1.

Тодi крайова задача (1)-(3) має в областi D єдиний розв’язок x∗(t), який є
рiвномiрною границею послiдовних наближень

x0(t) = w0,

xm(t) = w0 + S−1A

t∫
0

gm−1(s)ds−

−S−1B

T∫
t

gm−1(s)ds, m = 1, 2, . . . ,

де
gm−1(t) ≡ f(t, xm−1(t), xm−1(λ1(t)), . . . , xm−1(λk(t))),

причому
|x∗(t)− xm(t)| ≤ Qm(E −Q)−1β

для всiх m = 1, 2, . . . i t ∈ [0, T ].

Наведену модифiковану схему чисельно-аналiтичного методу проiлюстрова-
но на модельних прикладах.

Отриманi результати доповнюють та завершують дослiдження, розпочатi у
працi [2].

[1] Самойленко А.М., Ронто Н.И. Численно-аналитические методы в теории
краевых задач обыкновенных дифференциальных уравнений. – К.: Наук.
думка, 1992. – 280 c.

[2] Фiлiпчук М.П. Двоточкова крайова задача для системи з багатьма пе-
ретвореними аргументами // Бук. мат. журн. – 2017. – Т. 5, № 1-2. –
C. 139-143.
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Про побудову керування, що забезпечує
бажану траекторiю руху одноланкового
манiпулятора iз пружним зчленуванням

1Iнститут механiки iм. С.П. Тимошенка НАН України, Київ, Україна
E-mail: khoroshunanatoliy@gmail.com

Широко вiдомо, що однiєю з причин виникнення вiбрацiй у манiпуляторах
промислових роботiв є пружнiсть зчленувань мiж керуючим приводом i керова-
ною ланкою. Це може бути викликано деформацiєю елементiв трансмiсiї, таких
як ременi передачi чи довгi вали, наприклад, пiд час швидкого їх руху чи пiд час
великих на них навантажень. Зазвичай, такi малi збурення iгноруються при мо-
делюваннi механiчних систем, проте цiлий ряд експериментiв довели, що це може
призводити до некоректностi моделей, в тому числi до значних порушень у бажа-
них режимах їх функцiонування, див. [1]. Зокрема, можливе виникнення явища
резонансу, що призведе до руйнування частин механiзму. Адекватними моделя-
ми, якi враховують вищезазначенi зауваження, є механiчнi моделi, де пружнiсть
трансмiссiї моделюється торсiонними пружинами у кожному iз зчленувань, див.
[2], [9], [11] та iн. Сила, що виникає внаслiдок деформацiї пружини, зазвичай
вважається лiнiйно залежною вiд змiщення. Спецiальною замiною змiнних ма-
тематична модель, яка вiдповiдає механiчнiй моделi, що розглядається, може
бути зведена до лiнiйного вигляду, див. [3]. Цей факт дозволяє застосовувати
потужний апарат побудови бажаного керування, розроблений для лiнiйних си-
стем диференцiальних рiвнянь, а разом iз високою адекватнiстю таких механi-
чних моделей для певних задач це робить їх актуальними i широковживаними.
Однак, слiд зауважити, що бiльшої адекватностi математична модель набуває,
якщо враховувати ефект затухання коливань, а також нелiнiйний характер зга-
дуваної сили, що стає критичним, коли розглядаються великi навантаження чи
iншi пограничнi режими функцiонування механiчної моделi. В цьому випадку
звести вiдповiдну математичну модель до лiнiйного вигляду не є можливим i
задача побудови керування залишається вiдкритою. При застосуваннi торсiон-
ної пружини для моделювання пружного зчленування, положення керуючого
приводу (тобто кут змiщення валу електродвигуна, що здiйснює керування) не
спiвпадає iз положенням керованої ланки. Зауважимо, що кiлькiсть ступенiв сво-
боди в такiй моделi є бiльшою нiж кiлькiсть входiв керування. Цей факт до-
зволяє вiднести її до класу т. зв. "малоприводних"механiчних систем (ММС).
Системи керування, що вiдносяться до такого класу, мають кращi енергетичнi,
масово-габаритнi та вартiснi показники у порiвняннi iз звичайними системами
керування, де кожному ступеню вiльностi вiдповiдає вхiд керування. ММС ши-
роко використовуються для моделювання реальних процесiв у таких областях як
робототехнiка, космонавтика, морська справа, дослiдження гнучких, мобiльних,
локомотивних систем, в багатьох iнших (див. [6] та бiблiографiю там). Одним з
методiв, що ефективно застосовується для побудови керування, що забезпечує
потрiбний режим функцiонування механiчних об’єктiв, що описуються нелiнiй-
ними системами диференцiальних рiвнянь, є т.зв. Dynamic Surface Control (DSC),
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див. [8], [10]. Особливiстю цього метода є те, що керування, яке побудовано з його
допомогою, забезпечує збiжнiсть траєкторiй дослiджуваної системи диференцi-
альних рiвнянь не до бажаних траєкторiй, а до деяких наперед заданих, вздовж
яких i вiдбувається прямування траєкторiй системи до бажаних. Застосування
даної методики до аналiзу математичних моделей манiпуляторiв iз урахуванням
пружностi трансмiсiї, якi, як було зазначено, вiдносяться до класу ММС, до-
зволить значною мiрою вирiшити труднощi, що пов’язанi iз нелiнiйнiстю сили
торсiонної пружини, а також заповнити iснуючi пробiли як у загальнiй теорiї
ММС, так i в теорiї моделювання манiпуляторiв. Маловивченим є питання роба-
стностi побудованого керування, тобто малої змiни траєкторiй руху системи при
малiй змiнi її параметрiв i, також, побудова областей такої робастностi у про-
сторi параметрiв. Слiд зазначити, що питання наявностi неточних параметрiв у
реальних механiчних системах є природнiм, див. [4], [5], [7], якщо врахувати, що
параметри визначаються, зазвичай, шляхом обрахункiв або з дослiдiв, а отже
наближено, i тому теоретичнi побудови, що потребують точних значень пара-
метрiв, взагалi кажучи, є марними. Таким чином, з вищезазначеного слiдує, що
розробка нових та вдосконалення iснуючих моделей манiпуляторiв та режимiв їх
керування з урахуванням пружностi зчленувань та наявностi неточних значень
параметрiв в контекстi розвитку теорiї ММС є, без сумнiву, актуальною задачею
сучасної теоретичної механiки i має важливе прикладне значення.

В роботi отримано закон обертання електродвигуна, який забезпечує рух
одноланкового манiпулятора iз пружним зчленуванням по заданiй траекторiї.
Пружнiсть зчленування моделюється торсiонною пружиною, сила пружностi
якої вважається нелiнiйно залежною вiд змiщення. Застосування технiки DSC
у поєднаннi iз методом функцiї Ляпунова дозволяє отримати бажане керування
i довести, що воно забезпечує виконання поставленої задачi. Отриманi оцiнки на
параметри керування, доведена його робастнiсть та визначена область робастно-
стi у просторi параметрiв системи.
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Розглядається диференцiальне рiвняння другого порядку

y′′ = α0p(t)ϕ0(y)ϕ1(y′), (1)

у якому α0 ∈ {−1; 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[ (−∞ < a < ω ≤ +∞),
ϕi : ∆Yi →]0,+∞[ (i ∈ {0, 1}) — неперервнi функцiї, Yi ∈ {0,±∞}, ∆Yi — однобi-
чний окiл Yi.

Вважаємо також, що функцiя ϕ1 є правильно змiнною (див. [1], роздiл 1.4,
стор. 17) при z → Y1 (z ∈ ∆Y1 ) порядку σ1, а функцiя ϕ0 двiчи неперервно
диференцiйовна на ∆Y0

та така, що

lim
y→Y0
y∈∆Y0

ϕ(y) =

{
або 0,
або +∞, lim

z→Y0
z∈∆Y0

ϕ0(z)ϕ′′0 (z)(
ϕ′0(z)

)2 = 1. (2)

Диференцiальне рiвняння (1) дослiджується щодо умов iснування у нього
Pω(Y0, Y1, 0)-розв’язкiв, а також асимптотичних зображень таких розвязкiв та
їх похiдних першого порядку. Основнi результати, присвяченi темi дослiдження,
викладенi у [2], наразi уточнена кiлькiсть таких розв’язкiв.

Розв’язок y рiвняння (1) називається Pω(Y0, Y1, 0)-розв’язком, якщо вiн ви-
значений на промiжку [t0, ω[ i задовольняє умови

lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi (i = 0, 1), lim
t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
= 0.

Основнi результати доводяться у припущеннi iснування для

Pω(Y0, Y1, 0)–розв’язкiв скiнченної чи нескiнченної границi lim
t↑ω

πω(t)y′′(t)
y′(t)

. За апрi-

орними властивостями таких розв’язкiв маємо

lim
t↑ω

πω(t)y′(t)

y(t)
= 0, lim

t↑ω

πω(t)y′′(t)

y′(t)
= −1, (3)

де

πω(t) =

{
t, якщо ω = +∞,
t− ω, якщо ω < +∞.

Отже, кожен з Pω(Y0, Y1, 0)-розв’язкiв рiвняння (1) є нормалiзованою повiль-
но змiнною функцiєю при t ↑ ω.
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З (3) випливає, що функцiя y′(t) є нормалiзованною правильно змiнною фун-
кцiєю порядку (-1) при t ↑ ω, тобто, може бути подана у виглядi

y′(t) = |πω(t)|−1L1(t),

де L1(t) : [t0, ω[→]−∞,+∞[ — нормалiзована повiльно змiнна при t ↑ ω функцiя.
При доведеннi iснування Pω(Y0, Y1, 0)-розв’язкiв рiвняння (1) було отримано,

що у випадку, коли lim
t↑ω

πω(t)I′2(t)
I2(t)

= c ∈ R, при c(1 − σ1) > 0 рiвняння (1) має

однопараметричну сiм’ю Pω(Y0, Y1, 0)-розв’язкiв, при c(1−σ1) < 0 та β(1−σ1) < 0
рiвняння (1) має двопараметричну сiм’ю таких розв’язкiв, при c(1 − σ1) < 0 та
β(1− σ1) > 0 — має принаймнi один такий розв’язок, де при t ∈ [b;ω[⊂ [t0, ω[

I2(t) = sign(y0
1) ·

t∫
B2
ω

∣∣∣∣πω(τ)p(τ)θ1

(
sign(y0

1)

|πω(τ)|

)∣∣∣∣
1

1−σ1
dτ.

У випадку, коли lim
t↑ω

πω(t)I′2(t)

I2(t)
= ±∞, рiвняння (1) має однопараметричну

сiм’ю Pω(Y0, Y1, 0)-розв’язкiв.

[1] Bingham N.H., Goldie C.M., Teugels J.L., Regular variation. Encyclopedia of
mathematics and its applications, Cambridge university press,Cambridge, 1987.

[2] Чепок О. О. Асимптотичнi зображення повiльно змiнних розв’язкiв дво-
членних диференцiальних рiвнянь другого порядку з нелiнiйностями рi-
зних типiв // Буковинський математичний журнал. – 2016. – 4, №3-4. – C.
190-196.
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з нерегулярними крайовими даними
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Доповiдь присвячена елiптичним крайовим задачам з додатковими невiдо-
мими функцiями у крайових умовах. Такi задачi уперше розглянув Б. Лаврук
у 1963 р. Розглядається випадок, коли їх правi частини є довiльними, взагалi
кажучи, нерегулярними розподiлами. Властивостi таких задач дослiджуються
у шкалi узагальнених просторiв Соболєва Hs,ϕ, основна регулярнiсть яких за-
дається числом s ∈ R, а додаткова — функцiєю ϕ ∈ M. Клас M складається
з усiх вимiрних за Борелем функцiй ϕ : [1,∞) → (0,∞), якi обмеженi й вiд-
окремленi вiд нуля на кожному компактi та повiльно змiнюються на ∞, тобто
ϕ(λt)/ϕ(t)→ 1 при t→∞ для кожного λ > 0. Гiльбертiв простiр Hs,ϕ(Rn) скла-
дається з усiх розподiлiв w ∈ S′(Rn) таких, що 〈ξ〉sϕ(〈ξ〉)Fw(ξ) ∈ L2(Rn, dξ), i
надiлений вiдповiдною нормою. Тут 〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2, а Fw — перетворення
Фур’є розподiлу w. Для обмеженої областi Ω ⊂ Rn з межею Γ ∈ C∞ гiльбертовi
простори Hs,ϕ(Ω) i Hs,ϕ(Γ) означаються стандартно за простором Hs,ϕ(Rn). У
випадку ϕ(·) ≡ 1 вони стають просторами Соболєва порядку s.

Нехай задано цiлi числа q ≥ 1, κ ≥ 1, m1, . . . ,mq+κ ≤ 2q − 1 та r1, . . . , rκ .
Розглянемо крайову задачу вигляду

Au = f в Ω, Bju+
κ∑
k=1

Cj,kvk = gj на Γ, j = 1, ..., q + κ. (1)

Тут A та кожне Bj i Cj,k є лiнiйними диференцiальнi операторами з комплексни-
ми коефiцiєнтами класiв C∞(Ω) (для A) та C∞(Γ). Припускаємо, що ordA = 2q,
ordBj ≤ mj i ordCj,k ≤ mj + rk. Розподiли u в Ω i v1, . . . , vκ на Γ є шуканими
в (1). Припускаємо, що f ∈ L2(Ω), а кожне gj ∈ D′(Γ), тобто gj — довiльний
розподiл на Γ.

Нехай S′A(Ω) складається з усiх розподiлiв u ∈ S′(Ω) (продовжуваних в Rn)
таких, що Au ∈ L2(Ω). Нехай також Hs,ϕ

A (Ω) := Hs,ϕ(Ω)∩ S′A(Ω) — пiдпростiр в
Hs,ϕ(Ω).

Теорема 1. Нехай s < 2q i ϕ ∈ M. Вiдображення (u, v) := (u, v1, ..., vκ) →
(f, g1, ..., gq+κ) =: (f, g), де u ∈ C∞(Ω) i v1, . . . , vκ ∈ C∞(Γ), а функцiї f i
g1,...,gq+κ означенi за формулами (1), продовжується єдиним чином (за непе-
рервнiстю) до обмеженого лiнiйного оператора

Λ : Hs,ϕ
A (Ω)⊕

κ⊕
k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ)→ L2(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ). (2)

Цей оператор нетерiв. Його скiнченновимiрне ядро лежить у C∞(Ω)× (C∞(Γ))κ

та разом зi скiнченним iндексом не залежить вiд s i ϕ.
Вектор (u, v) ∈ S′A(Ω)× (D′(Γ))κ називаємо узагальненим розв’язком задачi

(1), де (f, g) ∈ L2(Ω) × (D′(Γ))q+κ , якщо Λ(u, v) = (f, g) для оператора (2) при
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деяких s < 2q i ϕ ∈M. Розглянемо локальнi (аж до частини межi Γ) властивостi
цього розв’язку.

Нехай вiдкрита множина U ⊂ Rn така, що Ω0 := Ω ∩ U 6= ∅ i Γ0 := Γ ∩ U 6=
∅. Простiр Hs,ϕ

loc (Ω0,Γ0) складається з усiх u ∈ S′(Ω) таких, що χu ∈ Hs,ϕ(Ω)

для кожної функцiї χ ∈ C∞(Ω), носiй якої suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0. Простiр Hs,ϕ
loc (Γ0)

складається з усiх h ∈ D′(Γ) таких, що χh ∈ Hs,ϕ(Γ) для кожної функцiї χ ∈
C∞(Γ) з suppχ ⊂ Γ0.

Теорема 2. Нехай s < 2q i ϕ ∈ M. Припустимо, що вектор (u, v) ∈ S′A(Ω)×
(D′(Γ))κ є узагальненим розв’язком елiптичної крайової задачi (1), де f ∈ L2(Ω) i
кожне gj ∈ H

s−mj−1/2,ϕ

loc (Γ0). Тодi u ∈ Hs,ϕ
loc (Ω0,Γ0) i кожне vk ∈ H

s+rk−1/2,ϕ
loc (Γ0).

Позначимо через ‖ · ‖′s,ϕ i ‖ · ‖′′0,s,ϕ норми у гiльбертових просторах, на парi
яких дiє оператор (2).

Теорема 3. Припустимо, що вектор (u, v) задовольняє умови теореми 2 для
деяких s < 2q i ϕ ∈ M. Нехай задано число λ > 0 i функцiї χ, η ∈ C∞(Ω) такi,
що suppχ ⊂ supp η ⊂ Ω0 ∪ Γ0 i η = 1 в околi suppχ. Тодi

‖χ(u, v)‖′s,ϕ ≤ c
(
‖η(f, g)‖′′0,s,ϕ + ‖η(u, v)‖′s−λ,ϕ

)
для деякого числа c > 0, не залежного вiд u, v, f i g.

Цi результати отриманi спiльно з О. О. Мурачем [1].

[1] Chepurukhina I., Murach A. Elliptic problems with unknowns on the boundary
and irregular boundary data // Methods Funct. Anal. Topology. – 2020. – 26,
no. 2. – P. 91–102.
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